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Ukł ady  drgają ce  z  czł onami  ż yroskopowymi  spotyka  się  w  zagadnieniach  dynamiki
wirników  turbinowych,  wirówek,  separatorów,  wrzecion  maszyn  wł ókienniczych  oraz
w  innych  zagadnieniach  dotyczą cych  dynamiki  maszyn  i  przyrzą dów.  Brak  symetrii
w  poł ą czeniach sprę ż ystych,  spowodowany  niejednakową  sztywnoś cią  wał ów  i podpór,
jak  również  zmienność  masy  wirników  u  niektórych  typów  wirówek  i  wrzecion  maszyn
wł ókienniczych  warunkują  róż norodność  i  zł oż oność widma  czę stoś ci.  W  wyniku  tego
w ukł adach drgają cych  z poł ą czeniami ż yroskopowymi  otrzymuje  się bardzo czę sto  zwią zki

w liczbach cał kowitych mię dzy drganiami wł asnymi, to znaczy zwią zki'w rodzaju  — Xi ~ 2.k,

wiadczą ce  o moż liwoś ci  pojawienia  się  rezonansu wewnę trznego.
Drgania w ukł adach ż yroskopowych  są uzależ nione zwykle od niewyważ enia  wirników.

D latego  zagadnienie  sprowadza  się  do  badania  drgań  ukł adu nieautonomicznego z  czł o-
nami  ż yroskopowymi,  znajdują cego  się  w  ogólnym przypadku  (jak  to ma miejsce  w  wir-
nikach  współ osiowych  z  urzą dzeniami  do  automatycznego  wyważ ania)  pod dział aniem
zaburzeń  o  wielu  czę stoś ciach  m1,  w2,  ...,  mm.  Sposób  zmiany  tych  czę stoś ci  okreś la
się  z charakterystyk  i  rezerwy  mocy urzą dzeń napę dowych.

W ukł adach nieautonomicznych  oprócz  rezonansów  wewnę trznych  mogą  pojawiać  się
zł oż one  rezonansy  w  postaci

N  m

gdzie pi  i  rt  oznaczają  wzajemnie  proste liczby cał kowite.
Rozpatrzmy  ukł ad dynamiczny, którego  poł oż enie okreś lają  współ rzę dne qx,  q2,  . . ., #«•

charakteryzują ce  przemieszczenia  liniowe  i  ką towe  wirników  podczas  drgań,  a  ruchy
obrotowe wirników  okreś lone są  współ rzę dnymi ką towymi q>i,tpi,  . . .,  fm-

Zał óż my,  że  współ rzę dne  ką towe  są  quasi- okresowe.  Wtedy  drgania  ukł adu  opisują
równania

m  d(3£\  d£

gdzie

N  N

(2)  J2  =
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oznacza  lagrangian  rozpatrywanego  ukł adu  (i,j  =  1,2,  ..., N),  fi  jest  mał ym parametrem

oraz  Qj  jest  pewną   funkcją   charakteryzują cą   zaburzenia  zewnę trzne  i  siły  dysypatywne

działają ce  na  ukł ad  konserwatywny.

Czę stoś ci  i  amplitudy  zaburzeń,  zależ ne  od  prę dkoś ci  ką towej  wirników,  okreś lają

równania

( 3)  - - ^=/ .i0l(ql,...,qN;  qt,  ...,'qN;  q\ ,...,qN;  tpi,  . . . , & ) ,  1 =   1 , 2, ...  m.

Załóż my, że  wzajemny  wpływ  drgań  na  ruch  obrotowy  jest  niewielki.  Równania  (3)
moż na wtedy  scałkować niezależ nie.  Oznacza to,  że zmiana  amplitudy  i czę stoś ci  zaburzeń
w warunkach niestacjonarnych  zależy  tylko  od charakterystyki  napę du  [4]. W  ten  sposób
zagadnienie  sprowadza  się   do  badania  drgań  niestacjonarnych,  opisanych  równaniami  (1).

Załóż my, że czę stoś ci  własne  A ukł adu niezaburzonego  (1)

(4)  2J  tflu (T) h+ *'J  (T)  'ii+ cu  (T) ?;]  =  0,

okreś lone  z  równań

(5)  D(X) =  ||—ayCr)Aa+ &y(T)A+ cy(f)||  =  0

spełniają   warunki

w

;= i

ś wiadczą ce  o  moż liwoś ci  wystę powania  w  układzie rezonansów  wewnę trznych.

Zagadnieniu  badania  drgań  w  ukł adach ż yroskopowych  z  uwzglę dnieniem  rezonansu
wewnę trznego  poś wię cone  są   prace Ju. A.  MITROPOLSKIEGO  [3] oraz  autora  [5].

Rozwijając  ideę  podaną  w pracy  [5] pokaż emy  metodę  otrzymania  rozwią zań  asympto-
tycznych  dla  układów  drgają cych  z  członami  ż yroskopowymi  przy  uwzglę dnieniu  rezo-
nansu  wewnę trznego.  Metoda  ta  polega  na  wykorzystaniu  idei  współ rzę dnych  «quasi-
normalnych»  [1] i zasady  uś rednienia  [2, 3] oraz wydzieleniu  po prawych  stronach  równań,
sprowadzonych  do  postaci  standardowej,  składowych  harmonicznych  z  argumentami
zmieniają cymi  się   powoli.  Autor  ogranicza  się   do  rozpatrzenia  tylko  pierwszego  przybli-
ż enia,  dają cego  dostateczną   dokł adność w  wię kszoś ci  zagadnień  technicznych.

Przekształć my  równania  (1)  do  współ rzę dnych  quasi- normalnych,  stosując  metodę
B. W.  BUŁGAKOWA  [1].  W  tym  celu  napiszmy  te  równania  najpierw  w  postaci  kano-
nicznej

dgi_3H  dpL

gdzie
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oznacza  funkcję   H amiltona, pozwalają cą   na rozwinię cie  w  szereg  wzglę dem  potęg małego

parametru

(7)  H=H 0

N  N

H\  jest funkcją   zależ ną   od qi,  ...,  q.^\pt>Pi,  •  • • ,PNI  <PI>  •  •  • > fm  i  i C f t  pochodnych,  zawiera-
ją cą   małe  n ielin iowe  dodatki  do  sił  sprę ż ystych  oraz  zaburzeń,  zależ ne  od  niewyważ enia
wirn ików;

N  N

k- 1  j= l

są   to siły dysypatywne;  R oznacza dysypatywną   funkcję   Rayleigha; hik  są  współczynnikami
tł umienia.

Po  obliczeniu pochodnych wystę pują cych  w  równaniu  (6)  otrzymujemy

iv

(9)

gdzie  du  jest  symbolem  Kroneckera.

Postę pując  według  B. W.  BUŁGAKOWA  [1]  wykonamy  kanoniczne  przekształcenie
zmiennych  qt,  pt  na zmienne x,-, yt  za pomocą   wzorów

N

(10)

(U )

We  wzorze  (11) oznaczono

D(A) jest wyznacznikiem  charakterystycznym  ukł adu, Fu(iXk). oznaczają   elementy  macierzy
doł ą czonej,  odpowiadają cej  macierzy  funkcjonalnej/ (A)  ukł adu niezaburzonego  (9).
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Przyjmując  że  (13)  i  (14)  są   wzorami  na  przekształ cenie  zmiennych, przekształcimy  rów-
nania  (12)  stosownie  do  metody  wariacji  do  postaci

IT =

I"  T

• —  ̂ =   - j ^ -   ( j|co2- A|) Âcosef t+ / fc(4,0, (p)+ iia- —sin .9t OOS0*,

gdzie

Funkcje/ fc(x(,  0,9?)  okresowe  wzglę dem  0  i  <p są   funkcjami  o  okresie  2TZ,  moż na  wię c
rozł oż yć je  na  (JV+  l)- krotny szereg  Fouriera wzglę dem  (?i, 02,  ...,GNicp:

N

(16)  }
n

gdzie fkmn(Ai,  ...,  AN,  T) oznaczają   współ czynniki  Fouriera okreś lone  wzorem

(17)  / *ma  =  ^ p + r j  -   MA,e,<p)e  - '  dQu...,deKd<p.
*•   ^  o  ó

Podstawiając  (16)  do równań  (15)  i zastę pując  w  nich funkcje  trygonometryczne  przez

funkcje  wykładnicze,  otrzymujemy

+   Z  Z- ikm"L e  r= 1  ~e  r= 1  J =

mi,ma, ...,mN  n

(lo)

+ e  r= I

Równania (18) mają   postać  standardową,  dlatego moż na je  rozwią zać  metodą   zaburzeń
(perturbacji).  Przedstawiając  Ak  i  Wk jako  superpozycję   wolno  zmieniają cych  się   członów
ak  i  fk  oraz  sumy  mał ych czł onów drgają cych  i  ograniczając  się  w zagadnieniach technicz-
nych  do  pierwszego  przybliż enia,  otrzymamy

(19)  § =  MW,  f- ^{%h
gdzie  M{%}  i MCFi}  są   operatorami  uś rednienia wzglę dem  jawnie  wystę pują cego  czasu

<  t

(lub  wzglę dem  zmiennych  ką towych  zależ nych  jawnie  od  czasu).
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Wykonując  operację  uś rednienia  otrzymamy  równania  dla  pierwszego  przybliż enia

^

gdzie  a, f  i  m  oznaczają  wskaź niki  zł oż one, okreś lają ce  zbiór  {cii ,  ..., aN];  {yti,  ...,
{mi,  ...,  mN}.  Symbol  £*  oznacza  sumowanie  wzglę dem  wskaź ników,  dla  których

a  symbol  £**   oznacza  sumowanie  wzglę dem  wskaź ników,  dla  których

Oznacza to  praktycznie,  że po wykonaniu  uś rednienia wzglę dem  szybko  zmieniają cych  się
zmiennych  ką towych,  zależ nych  w  sposób  jawny  od  czasu,  w  równaniach  (20)  pozostają
tylko  czł ony zawierają ce  argumenty  zmieniają ce  się  powoli.  D latego  przed  uś rednieniem
równań  (18)  należy  koniecznie  wydzielić  w  nich  skł adową  harmoniczną  z  argumentami
zmieniają cymi  się  powoli,  wychodząc  z  fizycznego  znaczenia  problemu.  W  przypadku
tutaj  rozpatrzonym  argumentami  zmieniają cymi  się  powoli  są

Jeż eli  w ukł adzie istnieje  «prosty»  rezonans  wewnę trzny  (pj/ rj)   Xj  ~  Xk  oraz  rezonans
wewnę trzny  co  — Xk,  to  w  pobliżu  rezonansu  argumentami  zmieniają cymi  się  powoli  są

•   i

rj   J

gdzie

Przypadek  zaburzeń  o  wielu  czę stoś ciach  jest  znacznie  bardziej  skomplikowany.
Również w tym przypadku  badanie drgań  zależy  od zwią zków  utworzonych przez  czę stoś ci
zewnę trzne  coi,  co2,  ...,  com. D la  uproszczenia  ograniczymy  się  do  przypadku,  gdy  wś ród,
zaburzeń  istnieją  dwie  czę stoś ci  w;  i  w;+ 1  zmienne w  czasie,  które  co  do  wartoś ci  róż nią
się  mało  w  chwili,  gdy  jedna  z  nich,  na  przykł ad  co;,  wchodzi  w  rezonans  z  czę stoś cią
wł asną  Xk.  Przypadek  ten  ma  praktyczne  znaczenie,  gdy  rozpatruje  się  drgania  współ-
osiowych  wirników  turbinowych  [4].  W  dalszych  rozważ aniach  zakł adamy,  że  wpł yw
pozostał ych  skł adowych  harmonicznych jest nieznaczny  i  ograniczamy  się  do  rozpatrzenia
tylko  skł adowych  harmonicznych  cot i  a)i + 1,  które dla wygody oznaczymy  an i coz.
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N iech  przy  rezonansie  coi =   lk  rozstrojen ie  czę stoś ci  zaburzeń  coi i  a>2 speł nia  warunek

Wtedy  w ukł adzie moż liwy  jest  zł oż ony rezonans  typu
N

W  obszarze  rezonansu  z  powodu  małej róż nicy  czę stoś ci  coi i  a>2  zachodzą   zwią zki

—  d?(21)  (pi = cpi-\-[icp,  —7 =  O ( T ).

Równanie  (12)  moż na  wię c  zapisać  w  postaci

i ,  . . ., xN,  xi,  ...,  xN,cfi,(pi- \ - 6(p).

W  tym  przypadku  szczególnym  rozwią zanie  moż na  zbudować  w  podany poprzednio
sposób. Podamy tu jeszcze jeden sposób  pozwalają cy  dość  ł atwo uzyskać  równania pierw-
szego  przybliż enia.

Amplituda  i  faza  w  pierwszym  przybliż eniu  okreś lona jest  układem równań

dak  (

dt

ar  rk

gdzie  a  i  ip oznaczają   zbiór  (cii, ...,aN)  i  (y>i,   ...,  ipN).
Funkcje  A  ̂ i  Bk^  moż na  znaleźć  wychodząc  z  zasady  uś rednienia  pracy  wirtualnej

wykonanej  przez  siły uogólnione fk(x,  k, ę , ę - ^pĘ i) w  czasie  pełnego okresu  drgań.
Pisząc  wyraż enie  na  pracę   wirtualną

dW  = fk(x,  x, (p,cpĄ - fiĘ i) (dakcos0k—  dipkaksin0k),  •   '•

gdzie

i  rozwijają c  to wyraż en ie  w  (N- \ -l)- krotny  szereg  F our iera  wzglę dem  Oi, ...,dNi<pi   otrzy-
mujemy  '

N

bw-   2  2  8w«'" e r= 1

Till,   TIh>   - W"j y  «

gdzie  dWmn  oznaczają   współ czynniki  szeregu.
Uś redniając  pracę  wirtualną   w  czasie  okresu  drgań  i uwzglę dniając  podane poprzednio

uwagi  o  argumentach zmieniają cych  się   powoli,  otrzymamy  dla  A  ̂ i Bk

l)  ukł ad  równań
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gdzie

8AV
dtp

oo

N

/ = 1

2i t

dtp

3s

dip

N

(23)  ^  = _ 4 m  5? s'"1* f  -   f Ma,6,cphoak  (pt)  • *—'  J  J2jr)s

o- =- oo  O  O

2TC  2it

Tutaj  er oznacza  wskaź nik  złoż ony 01,02,  ...,<yN.
Przybliż enia  wyż szych  rzę dów  moż na  znaleźć  korzystając  z  idei  metod  asymptotycz-

nych  Krylowa- Bogoliubowa  [2, 3], jednak  metody  te  zwią zane  są   z  duż ymi  trudnoś ciami
obliczeniowymi.
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P  e  3 10  M   e

KOJIEBAHHH  KBA3H- J1HHEHHBIX  CHCTEM C TH POCKOnH ^ECKH MH
H AJI I «H H  BH YTPEH H ErO  PE3OHAHCA

KoJieSaHHii  B  rapocKonH^ecKHX  cwdeMax  npn  HajiH imi  BHyTpeHHero  pe30HaHca

paSoTH   TO. A.  AimponoatCKoro  [3]  u  aBiopa  [5] .

B  pa3BHTHe  Hflea,  H3Jio>KeHHoft  B  paSoTe  [5] 3  B  flOKnafle  pacciwaTpHBaeics  MeTOflHKa  nocTpoeHHH

acHMinoTHiecKHx  petueHHH  fljM   KojieSaTejiBHbix  CHdeM   c  rHpocKommecKHMH  ineHaMH  npH  Hajin<iHH

BHyTpeHHero  pesoHancâ  ocHOBaHHaa  Ha  Hcnojn.3OBaHHH  HfleH  «KBa3H- H0pMajn>Hbixi)  KoopflHHaT  [1]

H  npHHijHna  ycpeflaeHHH  [25  3]  c  BbmejiemieM   B npaBLix  stacTHX ypaBHemai,  npHBeneHHbix  K  ciaHflapT-

Hoft  (JiopMe,  rapMOHHK  c  MefljieHHo  H3iweHHiomHMHcs  apryineHTaMH.  I IpH  3TOM  aBTop  orpaHHtfflBaeica

paccMOTpeHHEM   TOJIŁKO  nepBoro  npn6JiH>KeHHHj  flaiomero  flocTaioiHyio  TOIIHOCTB  H JIS  6onBniHHCTBa
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S u m m a ry

ON  THE  OSCILLATIONS  OF  QUASILINEAR  SYSTEMS  WITH  GYROSCOPIC TERMS
WHEN  INTERNAL RESONANCE IS INCLUDED

The problems  concerning  the oscillations  of  gyroscopic  systems with  the internal  resonance  included
were  considered  by  J. A.  MITROPOLSKI  [3] and  by  the  author  [5],

By  developing  the  concept  introduced  in  Ref.  [5], the  author  shows  how  the  asymptotic  solutions
for oscillating systems with gyroscopic  terms can be found when the internal resonance is taken into account.
In  the method, the concept of  the "quasinormal"  coordinates  [1] and the mean value principle are applied
[2,  3]. Then, after  reducing  the equations  to  the standard  form,  harmonic components with  te  slow  va-
rying arguments  are  separated  on  the  right- hand  sides  of  the  equations.  The  author  considers  the  first
approximation  only.  This  gives  the  sufficient  accuracy  necessary  in  most  of  the  technical  problems.

Praca została  złoż ona  w  Redakcji  dnia 10  lutego 1966  r.


