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Uktady drgajace z czlonami Zyroskopowymi spotyka sie w zagadnieniach dynamiki
wirnikow turbinowych, wirowek, separatoréw, wrzecion maszyn wibkienniczych oraz
w innych zagadnieniach dotyczacych dynamiki maszyn i przyrzgddéw. Brak symetrii
w potlaczeniach sprezystych, spowodowany niejednakowa sztywno$cia watéw i podpér,
jak réwniez zmienno$¢ masy wirnikéw u niektérych typéw wirdwek i wrzecion maszyn
wibkienniczych warunkuja réznorodnos$é i ztozono$é widma czesto$ci. W wyniku tego
w uktadach drgajacych z potaczeniami zyroskopowymi otrzymuje sig¢ bardzo czgsto zwigzki

- w liczbach calkowitych migdzy drganiami wlasnymi, to znaczy zwigzki'w rodzaju %Zi ~ A,

wiadczace o mozliwosci pojawienia si¢ rezonansu -wewnetrznego.

Drgania w ukiadach Zyroskopowych sa uzaleznione zwykle od niewywazenia wirnikow.
Dlatego zagadnienie sprowadza si¢ do badania drgan ukladu nieautonomicznego z czlo-
nami Zyroskopowymi, znajdujacego si¢ w ogdlnym przypadku (jak to ma miejsce w wir-
nikach wspétosiowych z urzadzeniami do automatycznego wywazania) pod dziataniem
zaburzen o wielu czestoéciach wy, s, ..., w,. Sposéb zmiany tych czestosci okresla
si¢ z charakterystyk i rezerwy mocy urzadzeri napedowych.

W uktadach nieautonomicznych oprécz rezonanséw wewnetrznych moga pojawiaé sie
zloZone rezonansy w postaci

N m

Zpili’f‘erwj ~ (D),
i=1 J=1

gdzie p; i r; oznaczaja wzajemnie proste liczby calkowite.

Rozpatrzmy ukiad dynamiczny, ktérego polozenie okreélaja wspdlrzedne ¢, ¢a, ... » gy
charakteryzujace przemieszczenia liniowe i katowe wirnikéw podczas drgan, a ruchy
obrotowe wirnikéw okreslone sa wspdtrzednymi katowymi @1, @2, .. » -

Zatézmy, 7e wspbirzedne katowe sa quasi-okresowe. Wtedy drgania ukladu opisuja
réwnania
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oznacza lagrangian rozpatrywanego ukladu (i,j = 1,2, ..., N), u jest malym parametrem
oraz Q; jest pewna funkcja charakteryzujaca zaburzenia zewnetrzne i sily dysypatywne
dzialajace na uktad konserwatywny.

Czestosci i amplitudy zaburzen, zalezne od predkosci katowej wirnikdw, okreslaja
rownania

d2g . . “ . .

3 oS =uDiGs, ooy Qs Gis ooy QN5 Gls s Gus @1y s @), I=1,2, ... m.

Zatézmy, ze wzajemny wplyw drgan na ruch obrotowy jest niewielki. Réwnania (3)
mozna wtedy scatkowaé niezaleznie. Oznacza to, ze zmiana amplitudy i czestosci zaburzen
w warunkach niestacjonarnych zalezy tylko od charakterystyki napedu [4]. W ten sposéb
zagadnienie sprowadza si¢ do badania drgan niestacjonarnych, opisanych réwnaniami (1).

Zatézmy, ze czestoscl whasne A uktadu niezaburzonego (1)

N

@ Z[aij(T)éji‘{_bij(T)IQi‘{_cij(T)QE] =0,

i=1
okre$lone z réwnan
(5) D(;b) = H—ai1(1)12+b;j(r)l—{—c,-j(‘r)H =0

spetniaja warunki
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$wiadczace o mozliwosci wystepowania w ukladzie rezonanséw wewnetrznych.

Zagadnieniu badania drgan w ukladach zyroskopowych z uwzglednieniem rezonansu
wewnetrznego poswigcone sg prace Ju, A. MITROPOLSKIEGO [3] oraz autora [5].

Rozwijajac ideg podang w pracy [5] pokazemy metod¢ otrzymania rozwiazan asympto-
tycznych dla ukladéw drgajacych z cztopami Zyroskopowymi przy uwzglgdnieniu rezo-
nansu wewngtrznego. Metoda ta polega na wykorzystaniu idei wsp6irzednych «quasi-
normalnych» [1] i zasady uérednienia [2, 3] oraz wydzieleniu po prawych stronach réwnan,
sprowadzonych do postaci standardowej, skladowych harmonicznych z argumentami
zmieniajacymi si¢ powoli. Autor ogranicza sie do rozpatrzenia tylko pierwszego przybli-
Zenia, dajacego dostateczng dokladno$é w wiekszoéci zagadnier technicznych.

Przeksztalémy réwnania (1) do wspoéhrzednych quasi-normalnych, stosujac metode
B.W. BuLcakowa [I]. W tym celu napiszmy te réwnania najpierw w postaci kano-
nicznej

dg, _9H  dp _ oH
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gdzie
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oznacza funkecje Hamiltona, pozwalajaca na rozwiniecie w szereg wzgledem poteg matego
parametru

@) H = Ho+pH +4* ...,
N N
1
® Ho=3 ) i@ g+ 20,@ a5 @pini,
i=1 j=1
H, jest funkcja zaleina od qi, ..., gn; D1y P2y ooy PN3 @15 ---, @m 1 ich pochodnych, zawiera-

jaca male nieliniowe dodatki do sit sprezystych oraz zaburzen, zalezne od niewywazenia
wirnikéw ;

N N

R 2 Ay ()
R o — = — h; LML 7S
¢ 94; ’ =1 kj=1 At P

sa to sily dysypatywne; R oznacza dysypatywna funkcje Rayleigha; A;;, sa wspotczynnikami
tlumienia.

Po obliczeniu pochodnych wystepujacych w réwnaniu (6) otrzymujemy

N N
3 d : oH
E 0;;(t)g,+ E [51‘1%—}-%1'(’5)171] = —,LLW;—F#Qf,
i=1

© T v
) d . oH
Z l—au% ‘f‘%‘j(f) QJ]‘i‘Zﬁij(T)Pj = ,U—(,)p-:,
j=

=1

gdzie J;; jest symbolem Kroneckera. ,
Postepujac wedtug B. W. Burcaxowa [1] wykonamy kanoniczne przeksztalcenie
Zmiennych ¢;, p; na zmienne x;, y; za pomoca wzoréw

N
g= D IXO@x+YP@ i,
k=1

(10

N
pi= D X%t YR
k=1

VAl AuGA) Fy (R
We wzorze (11) oznaczono

D(%) j=12,...,2N,

Z':]/_—l} Ak(llk):m’ /c:i 2 ..-,N’

D(7) jest wyznacznikiem charakterystycznym uktadu, Fy;(iA,) oznaczaja elementy macierzy
dolaczonej, odpowiadajacej macierzy funkcjonalnej f(1) ukladu niezaburzonego (9).
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Dokonujac w réwnaniu (9) zamiany zmiennych za pomocg wzordéw (10) otrzymujemy

N \
dx; . aq; 9g; (aH‘ )
- — (DY = #Re{lg [( Oy ! c?yk) aq, o)t

ap; 8p, 3H1]} Z Z {(dXU) Y(k) dXyy; (k))
el il 2 Y
%m “oe ) b, T

0 5}
+(dY Y(k) dYIs+J Y(k)) }:#Fk(x,y, (P, T)’

dr N+ d
(12) .
d N7 (29 94\ (9H
sk -3 e

=
dp; . 0p; \oH: { dxj Y& _dX 5w
+(‘éx—k lﬁyk apj JZ Z N+j dT X} xl+

+(de X4, — di;’(‘;“'X}"))yz}=/~tGk(x’y"”")'

W funkcjach F i1 G symbolami x, y 1 ¢ oznaczono w skrocie caly zbiér zmiennych
{x1, x2, ..o, xn}, s y2, o ond 1 {1, @2, oo, ). Zwiazek migdzy wspbirzednymi xi,
X24.00s XN 1 Y1, Y2, ..., Yy W rOwnaniach (12) pojawia sig tylko w wyrazach proporcjonalnych
do malego parametru. Dlatego wla§nie nazwano je quasi-normalnymi.

Rézniczkujac pierwsze z réwnan (12) wzgledem czasu i podstawiajac wielko$é dy,/dt
z drugiego, otrzymamy zamiast ukladu (12) jedno réwnanie rzedu drugiego

d2x;,
“dr

Vi
S = ikgg k'}‘Z(aFk aFL H )-I—Z kaj‘l‘Gk

Rozpatrzymy przypadek, gdy na uktad dziata zaburzenie o pojedynczej czgstosei w. Za-
A

162my, ze w ukladzie wystepuje rezonans wewnetrzny typu 2—‘6—!% ~ A, oraz rezonans
. i

i=1

+}‘12¢(T)xk = [Ltfk(x, 5‘:’ ‘P: T) ’
gdzie

Zewngtrzny o = A,.
Niech udy(z) oznacza rozstrojenie miedzy zewngtrzng czesto$cia w i czestoécig drgan
wlasnych 1, w sgsiedztwie rezonansu. Wtedy

2
z@=%wﬂﬂmm
W przypadku uktadu niezaburzonego (12)
(13) . xk = AkCOS (% (p“!—‘_{,k) >

(14 X = —Ak— wsm( —[—Tk)
ry
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Przyjmujac ze (13) i (14) sa wzorami na przeksztalcenie zmiennych, przeksztalcimy réw-
nanja (12) stosownie do metody wariacji do postaci

A dw

dd—tk = [(Skw —AD) Arcosl+fi(A4, 0, p)+ Avs,—— g sm@,,] sinf,,
(15) ’

d¥, do .

dtk H [(Skw — A7) AicosO-+£ (A, 0, p)+ Aysi dz(') sm0k] cosOy,
gdzie

J‘k:—pi, 01,:&(;0—{—"}7,‘
Ty Ty

Funkcje fi(4, 0, p) okresowe wzgledem 0 i ¢ sa funkcjami o okresie 27, mozna wigc

roztozy¢ je na (N+1)-krotny szereg Fouriera wzgledem 0y, 0, ..., 0y 1 ¢:
N
i( Z n1r0’+n<p)
16) K09 = D D femrs e T

My, Mgy .., My

gdzie fimn (41, ..., Ay, T) 0znaczaja wspotczynniki Fouriera okreslone wzorem

2r 2r N
1 —i( Y '”r0r+"‘p)
(17) ﬁmm = f

ol ,(ffk(A,a,(p)e = b, ..., dydy.

Podstawiajac (16) do réownan (15) i zastgpujac w nich funkcje trygonometryczne przez
funkcje wyktadnicze, otrzymujemy

dAk Y 2 2 2 Ak 2i0, —2I8; 4+
dt s {(skw Zk)—e e

N
l( Z m, +0k+n¢) —l( 2 mro,—ak+n¢)]
r=1

+ Z kamn[e r=! —e

— ‘A’_”’A,T,...,T, »
(18) ,u?l( 1 N 1 N (P)

éﬁ — {(S )_(2+ 2l0k_e—2l6k)+

D D fle

My Mgy ccmpy N

N
’( Z " +0k+'"P) _I( Zmr(?’.—-ok+mp)]
+e r=!
== ,u(.‘72(A1, vary AN, Tl, tees !IUN,([)).
Roéwnania (18) maja postaé standardows, dlatego mozna je rozwiagzaé metoda zaburzen
(perturbacji). Przedstawiajac 4, i ¥, jako superpozycje wolno zmieniajacych si¢ czlonéw

a; iy, oraz sumy matych cztonéw drgajacych i ograniczajac si¢ w zagadnieniach technicz-
nych do pierwszego przyblizenia, otrzymamy

(19) o _ M, W — (),
t

gdzie M{F} i M{F>} sa operatoraml usrednienia wzgledem jawnie wystgpujacego czasu
! H

(lub wzgledem zmiennych katowych zaleznych jawnie od czasu).
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Wykonujac operacj¢ uérednienia otrzymamy réwnania dla pierwszego przyblizenia

dak_____ i
T 2is,w

{Z*ﬁ"""(a? QP) ei(n,w+wk)+2**ﬁmm(aa ?P)ei(mw_wk)}:

Ay _ [

dt - 2ia s, w

{2"ﬁ,,,n(a, PV Srf (a4 TR (R — 2)},

gdzie a, y i m oznaczaja wskazniki zlozone, okreslajace zbior {ai, ..., ax}; {wi, ..., vn};
{my, ..., my}. Symbol I* oznacza sumowanie wzglgdem wskaznikéw, dla ktérych

N

A ,

Y AR
= r Ty

a symbol >** oznacza sumowanie wzgledem wskaznikéw, dla ktérych
N
A .
Z m; &~|—n = Dk
r; Ty

i=1
Oznacza to praktycznie, ze po wykonaniu usrednienia wzgledem szybko zmieniajacych sie
zmiennych katowych, zaleznych w sposdb jawny od czasu, w réwnaniach (20) pozostajg,
tylko czlony zawierajace argumenty zmieniajace sie powoli. Dlatego przed usrednieniem
réwnan (18) nalezy koniecznie wydzieli¢ w nich skladowa harmoniczng z argumentami

zmieniajacymi si¢ powoli, wychodzac z fizycznego znaczenia problemu. W przypadku
tutaj rozpatrzonym argumentami zmieniajacymi sie powoli sa

N

v
m0 (D) +n®p(8)—0,() = um(t).

=1

J

Jezeli w ukiadzie istnieje «prosty» rezonans wewngtrzny (p,/r;) A; = %, oraz rezonans
wewnetrzny « == A, to w poblizu rezonansu argumentami zmieniajacymi si¢ powoli sa
L

=0, =m i %{"’Pj_"lpk = a2,
g -

gdzie

N2 = Lij; A
. ¥
Przypadek zaburzed o wielu czgstodciach jest znacznie bardziej skomplikowany.

Roéwniez w tym przypadku badanie drgan zalezy od zwiazkéw utworzonych przez czestosci
zZewnetrzne wi, wz, ..., w,. Dla uproszczenia ograniczymy sie do przypadku, gdy wérdd.
zaburzefi istnieja dwie czgstodci w; i w;4q zmienne w czasie, ktére co do wartosci roznig
si¢ malo w chwili, gdy jedna z nich, na przyktad o;, wchodzi w rezonans z czgstoécia
wilasna A, Przypadek ten ma praktyczne znaczenie, gdy rozpatruje si¢ drgania wspol-
osiowych wirnikéw turbinowych [4]. W dalszych rozwazaniach zakladamy, ze wplyw
pozostatych sktadowych harmoniczhych jest nieznaczny i ograniczamy si¢ do rozpatrzenia
tylko sktadowych harmonicznych ; i w;+;, ktére dla wygody ozpaczymy w; i w..
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Niech przy rezonansie w; = A, rozstrojenie czestosci zaburzen wy i w, spelnia warunek
w2(7)— w1 (7) = ud(7).
Witedy w uktadzie mozliwy jest ztozony rezonans typu

4
Z mlli‘l‘j)l(L)J—sz(.Oz ~ ;ek.

i=1
W obszarze rezonansu z powodu malej réznicy czestosci w1 1 w2 zachodza zwigzki

_ dyp
@1 0= grbug, =),
Réwnanie (12) mozna wiec zapisaé w postaci
dzx, . . _
d;zk +ZIZ(T)xk = {«tfk(xl, ey XN XL, ey Xy, G, P14 09).

W tym przypadku szczegdlnym rozwigzanie mozna zbudowaé w podany poprzednio
sposob. Podamy tu jeszcze jeden sposéb pozwalajacy doé¢ tatwo vzyskaé rownania pierw-
szego przyblizenia.

Amplituda i faza w pierwszym przyblizeniu okreSlona jest uktadem réwnan

da —
_d—tk = ALLA%U(T’ a,y, Au(p)y

d
:}tz)‘k A(7 )_7 (D) +uB (v, a,p, up),
gdzie a i y oznaczaja zbidr (a1, ..., ay) 1 (W1, ..., Py).

Funkcje 4 i B{Y mozina znalezé wychodzac z zasady u$rednienia pracy wirtualnej:
wykonanej przez sity uogdlnione f,(x, X, ¢, p4-ufp) w czasie petnego okresu drgan.
Piszac wyrazenie na prace wirtualna

oW = ./;((xa i’.: P, (]7+/1¢) (6ak cos@k— 51/)kak sin 0k) ,

gdzie
Ok = & /lkt—i—l/)k
Fy

i rozwijajac to wyrazenie w (N 1)-krotny szereg Fouriera wzgledem 0y, ..., 0y 1 g1 otrzy-
mujemy -

50, 4m]

Z n, 0 +mp1

w= ) ZaW.,,,,e :

g, Mo, iy N

gdzie 6W,, oznaczaja wspoOlczynniki szeregu.
Udredniajac prace wirtualna w czasie okresu drgan i uwzglgdniajac podane poprzednio
uwagi o argumentach zmieniajacych sie powoli, otrzymamy dla 4" i B ukiad réwnan

0A4L 3
) a 2: I:/’{" -— (L)l(T):| 2ak/1ka(1) = i—aW,
(22) 1/:1) ‘ k oW
&Bk P (1) __ a/’{k W
&7/) kI:/q.k“T (01(1)]—|—2/1k14 = —akW——(m,
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gdzie
N N
24P Z @ 2B dB{
dy L oy &y
~ 00 2n 2n
6W ig W “ W
(23) 'ga— (271)N+1 e’ ﬁ((a 6 s P (p1+”99)cosoke d01 . deNa(Pls
k =—~00
2n 2
?SZ: (2ﬂ)N+1 2 e"””f ffk(a 0, 1, @1 +up)sinbee“do, ... dbydp:.
Tuta) o oznacza wskaznik zlozony d1, 62, ..., Oy.

Przyblizenia wyzszych rzedéw mozna znalezé korzystajac z idei metod asymptotycz-
nych Krylowa-Bogoliubowa [2, 3], jednak metody te zwigzane sa z duzymi trudnosciami
obliczeniowymi.
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Peswme

KOJIEBAHMS KBASU-JIMHENHBIX CUCTEM C T'MPOCKOINMHUYECKUMU YNEHAMHA
IIPY HAJIMYWMHM BHYTPEHHETO PE3OHAHCA

ViccnepoBanuio KojieGaHuit B THPOCKONMUECKUX CHCTEMAX NP HAJNHYMKM BHYTDEHHEro PE30OHaHCa
nocBsaweHs! padotel Y0. A. Mutpononsckoro [3] u asTopa [5].

B paseutne npen, manoskennoit B paGore [5], B HOKIage DPacCMATPHBAETCS METOOMKA IOCTPOEHUA
ACHMOTOTHYECKMX DEINEHUH [UIA KONEGATENLHBIX CHCTEM C THPOCKOIMMUIECKHMM UNEHAMH NPH HAJIMUMH
BHYTPEHHErO DEe30HAHCA, OCHOBAHHAS HA WCIOJB30BAHMH MOEH (KBAa3H-HOPMAILHBIXY KoopAuHar [1]
M NpHHIMNA ycpenHeHus (2, 3] ¢ BhIgenenuem B MPaBbIX UACTAX YPAaBHEHMIl, IPHBENECHABIX K CTAHAAPT~
HOYW (opMe, TAPMOHKK C MEJJIEHHO M3MEHAIOLMMHUCA aprymexTamu. IIpy 9TOM aBTOp OTpaHHIMBAETCA
PACCMOTPEHAEM TONBKO TEPBOLO MPUBGIMIKEHNS, QAIOUIET0 JOCTATOYHYE TOMHOCTh A GONBIINHCTBA
TeXHWUECKHX 3a1ad.
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Summary

ON THE OSCILLATIONS OF QUASILINEAR SYSTEMS WITH GYROSCOPIC TERMS
WHEN INTERNAL RESONANCE IS INCLUDED

The problems concerning the oscillations of gyroscopic systems with the internal resonance included
were considered by J. A. MitroproLsk1 [3] and by the author [S].

By developing the concept introduced in Ref. [S], the author shows how the asymptotic solutions
for oscillating systems with gyroscopic terms can be found when the internal resonance is taken into account.
In the method, the concept of the *’quasinormal” coordinates [1] and the mean value principle are applied
2, 31. Then, after reducing the equations to the standard form, harmonic components with te slow va-
rying argumants are separated on the right-hand sides of the equations. The author considers the first
approximation only. This gives the sufficient accuracy necessary in most ol the technical problems.

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 10 lutego 1966 r.



