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1. Wstęp

W  wię kszoś ci  zagadnień  mechaniki  oś rodków  cią głych  zakł ada  się ,  że  każ dy  punkt
materialny  oś rodka  posiada  trzy  stopnie  swobody  oraz  że  gę stość  energii  wewnę trznej
zależy  tylko  od  pierwszych  pochodnych  wektora  przemieszczenia.  Stan  naprę ż enia  jest
wówczas  jednoznacznie  okreś lony  symetrycznym  tensorem  naprę ż enia.  Oś rodek  cią gły,
w którym  nie jest  spełnione co najmniej  jedno z powyż szych  założ eń, nazwijmy  oś rodkiem
typu  Cosseratów.

Praca zawiera przegląd zagadnień dotyczą cych mechaniki oś rodków tego typu. Omówio-
no  w  niej  szczegółowo  dwa  podstawowe  kierunki  rozwojowe.  Pierwszy  z  nich polega  na
uogólnieniu  kinematyki  ciała  (punkt  materialny  ma  wię cej  niż  trzy  stopnie  swobody).
Drugi kierunek postuluje  wystę powanie  wyż szych gradientów przemieszczenia w  wyraż eniu
dla  gę stoś ci  energii  wewnę trznej.  Zarówno  pierwsze  jak  i  drugie  podejś cie  prowadzą   do
niesymetrycznego  tensora naprę ż enia. Ponadto pojawia  się  wtedy  tensor naprę ż eń momen-
towych  ; wystą pić  mogą   również  tzw.  tensory hipernaprę ż eń.

Pierwsze wzmianki  o moż liwoś ci  wystę powania  naprę ż eń momentowych moż na znaleźć
już  w pracy  YOIGTA  [1887]. N atomiast pierwszy  model ciała z bardziej  złoż oną  kinematyką
wprowadzili  bracia  COSSERATOWIE  [1909]. W modelu przez nich proponowanym każ dy ele-
ment materialny oś rodka ma sześć stopni swobody podobnie jak ciało sztywne. Do tego mo-
delu  bracia  COSSERATOWIE  doszli  uogólniając  opis  ruchu  jednowymiarowego  modelu
prę ta  i  dwuwymiarowego  modelu  powł oki  na  przypadek  kontinuum  trójwymiarowego.
Poza tym w ich pracy  podano zasady  zachowania wraz z warunkami niezmienniczoś ci gę s-
toś ci energii  wzglę dem  ruchów  euklidesowych.  Wykazano  również  równoważ ność  zasad
zachowania  z  odpowiednimi warunkami  niezmienniczoś ci.  Szczegółowy  opis  kontinuum
omawianego  przez E. i F.  COSSERATÓW  podano dalej  w p. 2.

Do  pracy E. i F. COSSERATÓW współcześ nie im nawią zywały  tylko cztery prace. F. KLEI N
[1918] i  E.  NOETHER  [1918] rozpatrywali  wspomniane wyż ej  twierdzenie  o  równoważ noś ci
zasad  zachowania  i  warunków  niezmienniczoś ci  wzglę dem  ruchów  euklidesowych.  Poza
tym  ukazały  się   prace  E.  HELLINGERA  [1914] i  K.  HEUNA  [1914] nie wnoszą ce  do  teorii
kontinuum  COSSERATÓW  ż adnych  nowych  elementów.

Postulat  o  wystą pieniu  w  gę stoś ci  działania również  gradientu  odkształ cenia drugiego
rzę du  wprowadził   po  raz  pierwszy  T. J.  JARAMILL O  [1929],  ale  wzmianki  na  ten  temat
moż na znaleźć w pracach A. L.  CAUCHY'EGO  [1851] i A. J. C. B. DE SAINT- VENANTA  [1869].
W  ten  sposób  dochodzi się   do poję cia  tzw.  materiału nieprostego  drugiego  rzę du. Teorię
materiał ów  tego  typu  omówimy  szczegółowo  w p. 3.
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W  1944 r.  ukazała  się   praca  E.  REISSNERA  omawiają ca  moż liwoś ci  niesymetrii
tensora naprę ż enia. Jednak przeprowadzone przez niego  rozumowanie  okazało się   bł ę dne.
Dalsze  prace  z tej dziedziny  pojawiły  się  w latach  pię ć dziesią tych.  Moż na  tu wymienić
opracowania Y.  LE CORRE'A  [1953, 1954,  1955,  1956,  1958], J.  LAVAL A  [1957] oraz  R. TIF -
FENA, A. C. STEVENSONA  [1956]. W pracach tych  (z wyją tkiem  ostatniej) usił owano wykazać
pojawienie  się   niesymetrii  tensora  naprę ż enia  poprzez  analizę   stanu  energetycznego  siatki
krystalicznej.  Y.  LE CORRE i J. LAVAL  dopuszczali  działanie momentów  masowych.  G ę stość

energii  odkształ cenia  wyraż ali  wzorem  W =  - ^AimWijWkiu  gdzie  w;j  jest  gradientem

odkształcenia, a Aijkl  afinorem sprę ż ystoś ci.  Afinor  ten róż ni się  od  klasycznego  niesymetrią
wzglę dem  wskaź ników iij.   W konsekwencji  tensor  naprę ż eń siłowych

nie był  symetryczny  i zależ ał  w sposób jawny do rotacji  kierunków  głównych  odkształ cenia.
Ta  sprzeczność w porównaniu z klasyczną   mechaniką   oś rodka  cią głego  była  krytykowana
przez N.  JOELA i W.  A.  WOOSTERA  [1957, 1958], E.  S.  RAJAGOPALA  [1960] oraz R.  S.  KRISH-

NANA  i  E. S.  RAJAGOPALA  [1961].  Inercję   obrotową   do równań  mechaniki  wprowadził
S.  BODASZEWSKI  [1953] opierając  się   na poję ciu  tzw.  naprę ż enia  wrotnego,  zaproponowa-
nego  przez  W.  BURZYŃ SKIEGO  [1949].  Należy  zaznaczyć, że wię kszość  cytowanych  wyż ej
autorów  nie znała pracy  braci  COSSERATÓW,  podstawowej  dla  tego  kierunku.

Nawrót  do  koncepcji  oś rodka  Cosseratów  nastą pił   w  pracach  J. L.  ERICKSENA
i  C. TRUESDELLA  [1958] oraz  C. TRUESDELLA i R. A.  TOUPINA  [1960]. Uogólnili  oni  model
Cosseratów  wprowadzając  model tzw.  ciała zorientowanego. W  tym samym  czasie ukazały
się  nie wnoszą ce zasadniczo nowych elementów prace F. A. M c. CLINTOCKA, P. A.  AN D RE'A,
K. R.  SCHWERDTA i R. E.  STOECKLEY'A  [1958], F. A.  M c.  CLINTOCKA  [1960]. W.  G UN THER

[1958] zauważ ył  podobień stwo  kontinuum Cosseratów  i ciała z kontynualnym rozkł adem
dyslokacji.  Tej  samej  grupy  zagadnień  dotyczą   prace E.  KRONERA  [1958,  1959,  1960,  1962,
1963], M . Micicu  [1965,  1966] i C.  TEODOSIU  [1964,  1965].

Szereg  rozwią zań  szczegółowych  zwłaszcza dla tzw.  oś rodka  ze «zwią zanymi»  obrotami
(punkt  materialny  ma  tylko  trzy  stopnie  swobody, por.  p.  3) podali  H.  SCHAEFER  [1962],
R.  D.  MIN D LI N  [1963], O. HOFFMAN  [1964],.M.  SOKOLOWSKI  [1965],  G.  N .  SAWIN  i A. N .

G uz  [1966]. W oparciu o ten sam  model próbowano  wyjaś nić  niektóre  zagadnienia  kon-
centracji  naprę ż eń.  Pierwsze  rozwią zania  w  tym  zakresie  podał   R. D .  M IN D LI N  [1963],
a  nastę pnie  J. L.  BLEUSTEIN  [1966],  T. S.  COOK  i V.  WEITSMAN  [1966],  R.  J.  HARTRAN FT

i G.  C.  SIH  [1965], R. MuKi i  E.  STERNBERG [1965], J. N .  N IEMISZ  [1965,1966], G. N .  SAWIN

[1965] oraz V.  WEITSMAN  [1965,  1966].

Ostatnio  J.  SCHIJVE  [1966] opublikował   materiały z własnych  prac  doś wiadczalnych,
w których  okreś lał  wartość  stałej materiałowej  /  wprowadzonej  przez  MIN D LIN A W  oś rodku
izotropowym  ze  «zwią zanymi  obrotami».

Ciecz  typu  Cosseratów  opisał   J. L.  ERICKSEN  [1960,  1961,  1962,  a, b, c, d].  Prace te
zawierają   również  interpretację   kontinuum  Cosseratów  jako  cią głego  modelu  wysokich
polimerów.  Poza  tym  zagadnienie  oś rodka  ciekłego  z naprę ż eniami  momentowymi  roz-
waż ali  E. L.  AERO,  A. N .  BUŁUG IN  i  E.  W.  KUWSZYŃ SKI  [1965],  A. C.  ERIN G EN  [1964]

i  P. N.  KALON I  [1965].
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Niesymetrię   tensora  naprę ż eń  w  modelu  cią głym  opisują cym  wysiłki  przestrzennej
ramy o siatce prostoką tnej wykazał  S. KALISK I  [1963], Zagadnienie naprę ż eń momentowych
w  prę tach  zginanych  omówili  L. P.  WIN OKU ROW,  N. J.  DIEREWIANKO  [1966].  Teoria na-
prę ż eń momentowych wyłonił a się  również w zagadnieniach pól  sprzę ż onych: R. C. DIXON ,
A.  C.  ERINGEN  [1965],  S.  KALISKI ,  Z.  PŁOCHOCKI, D.  ROGULA  [1962].  M .  MISICU  [1963,

1964, a, b, 1965, d] rozpatrzył  szereg zagadnień szczegółowych z zakresu  lepkosprę ż ystoś ci,
plastycznoś ci,  lepko- elasto- plastycznoś ci  oś rodka  Cosseratów  ze «zwią zanyrai  obrotami)).
P. D .  KELLY  [1964]  podał   dla  tego  oś rodka  teorię   dyfuzji.  Kierunku  reprezentowanego
powyż szymi pracami, jako  wychodzą cego  poza zakres  teorii mechanicznych, nie bę dziemy
dalej  omawiać.

W  ostatnich  latach  ukazał   się   szereg  prac  uogólniają cych  koncepcję   Cosseratów.
R. A.  TOU PIN  [1964] zaproponował  model  tzw. ciała  z mikrostrukturą,  dla którego podał
zasady  zachowania  oraz  warunki  niezmienniczoś ci.  Mikrostruktura  wprowadzona  przez
R. A.  TOUPINA jest  opisana  ukł adem tzw. wektorów  kierunkowych  (ang. director).  Za-
gadnieniem  tym zajmiemy  się   szczegółowo  w p.  4. A. E.  GREEN,  R. S.  RIVIL N  [1964b]
uogólnili  kinematykę   oś rodka  cią głego  przyjmując  oprócz  klasycznego  pola  wektora
przemieszczenia  również  tzw. wielobiegunowe  przemieszczenia.  Zagadnienie to omówimy
w  p. 5, gdzie  wykaż emy, że  podejś cia  R. A.  TOUPINA  oraz  A. E.  GREENA,  R. S. RIVLIN A

są   równoważ ne.

Poza powyż szymi  kierunkami w ostatnich  latach  zbudowano  teorię   oś rodka  z mikro-
strukturą  konstrukcyjną.  Doprowadziło to do powstania koncepcji  tzw. oś rodka włókniste-
go. Przegląd prac z tego zakresu  podamy w p. 7.

2. Oś rodek giroskopowy Cosseratów

2.1. Poję cie podstawowe.  W punkcie tym omówimy  podstawowe  zwią zki i przeprowadzimy
ich  analizę   dla pewnego  «uogólnionego»  oś rodka  cią głego  wprowadzonego  przez  braci
Cosseratów  [1909]. Oś rodek  ten nazywać  bę dziemy  oś rodkiem giroskopowym  Cosseratów
lub w skrócie  oś rodkiem  Cosseratów.

Przyjmujemy,  że każ da  czą stka  materialna X  oś rodka  Cosseratów  B wyposaż ona  jest
w  trzy  ortonormalne  wektory  da  (a =   I, I I , III ) zwane  dalej  wektorami  kierunkowymi.
Aby  opisać konfigurację   czą stki X e B ciała Cosseratów, należy podać zarówno jej położ enie
x w trójwymiarowej  przestrzeni Euklidesa E3, jak i usytuowanie ortonormalnych wektorów
kierunkowych  da, Inaczej mówią c każ da czą stka  ciała Cosseratów ma sześć stopni  swobody
(trzy przesunię cia i trzy  obroty). Ruch ciała Cosseratów moż na opisać  zwią zkami

(2- 1)  Xi =   Xi(X,t),  dni  =   dai(X,t),

w których parametr t oznacza czas, xt są  współ rzę dnymi kartezjań skimi punktu x, natomiast
dai  są   składowymi  wektorów  kierunkowych  da.

2.2. Ruch sztywny. N iech

oraz

xi  =   xi(X,t),



218  W.  BARAŃ SKI,  K.  WILMAŃ SKI,  C Z.  WOŹ N IAK

bę dą   dwoma  ruchami  ciała  Cosseratów.  Bę dziemy  o  nich  mówili,  że  róż nią   się   o  ruch
sztywny, jeż eli  zachodzą   zwią zki:

(2.2)  d*i(X,t*)  =  RIJ

t* = t+c,

gdzie  RtJ  jest  dowolnym  tensorem  ortogonalnym  oraz  S;  dowolnym  wektorem.  Zbiór
przekształ ceń (2.2) ma własnoś ci grupy. R. A. TOU PIN  [1964] nazywają   grupą  przemieszczeń
euklidesowych.  G rupa  infinitezymalnych  przemieszczeń  euklidesowych  dana  zwią zkami:

xf(X,  t*)   = xt(X,  t)+[QuXj(X,

(2.3)  d*,(X,  t*)  =   dat(X, t)+Qud,j(X,  t)dX,

t*  =   tĄ - cdl,  Qu  =  0

jest  podgrupą   grupy  przemieszczeń  euklidesowych.  Wielkoś ci  niezmiennicze  wzglę dem
grupy  infinitezymalnych przemieszczeń euklidesowych  są   również niezmiennicze wzglę dem
grupy  przemieszczeń  euklidesowych  (por.  np.  PONTRIAGIN,  Grupy  topologiczne,  W- wa
1961).  W  dalszym  cią gu  bę dziemy  zakładali,  że  pewne  wielkoś ci  wystę pują ce  w  teorii
ciała Cosseratów są  niezmiennicze wzglę dem zdefiniowanej  powyż szej grupy przemieszczeń
euklidesowych.

2.3.  Zasada Hamiltona dla ciała sprę ż ystego Cosseratów.  Bracia  COSSERATOWIE  [1909]  rozwa-
ż ania swoje  oparli  na  zasadzie  Hamiltona. Przyję li  oni, że  wielkość  dział ania ma postać

(2.4)  A (P •  J) =  |  /   j- iL(xh  t, dai,  xh  da„   x,iKi  daiiK,  X)dvdt,

gdzie  / jest  przedziałem czasu  [t t,  t2]sj  =  detxjK  jest  jakobianem  odwzorowania  X- *  x,
L  —  gę stoś cią   dział ania, natomiast X, (P) jest  obszarem przestrzeni  Euklidesa  E3  zaję tym
przez  czę ść  P  C B  ciała  Cosseratów.  D la  oś rodka  Cosseratów  dopuszczalne  są   jedynie
wariacje  ddai  wektorów  kierunkowych,  spełniają ce warunek:

(2.5)  daJódlU+daiddaJ  =• -  d(dsida})  =  0.

Warunek  ten oznacza, że wektory  kierunkowe w każ dej  chwili  tworzą   bazę  ortonormalną.
Zasada Hamiltona dla  ciała  sprę ż ystego  Cosseratów  [wariacje  ddai  spełniają   zwią zek  (2.5)]
ma  postać:

(2.6)  ÓA(P- I)'+J  J  (fidxl+l ljdai8da])tk>dt+  j  j  (tM+htAidd^dadt-
I   X,(P)  I   Xt(.dP)

-   J  Q(pidxi+qiJdaiddaj)dv\ 'Ą   = 0,
X,(P)

gdzie / (  i  t,  są   odpowiednio  gę stoś ciami  sił   obję toś ciowych  i  powierzchniowych, pt  jest
gę stoś cią   pę du,  Q jest gę stoś cią   materiał u,  wielkoś ci  / ,;,  hij  i qtj  nazywamy  kolejno  gę stoś-
ciami  momentów obję toś ciowych  i powierzchniowych  oraz  lokalną   gę stoś cią   krę tu. Nad-
kreś lenia  oznaczają,  że dany tensor jest  anty symetryczny.  Jeż eli w  równaniach (2.4) i  (2.6)
pominiemy  wektory  kierunkowe  dah  to  otrzymamy  zasadę   Hamiltona znaną   z  klasycznej
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teorii  sprę ż ystoś ci.  Warunkami  koniecznymi i dostatecznymi speł nienia równania  wariacyj-
nego  (2.6) dla dowolnych  róż niczkowalnych  wariacji  dx;,  ddai, ograniczonych  zależ noś cią
(2.5), są  warunki  począ tkowe

8L  .  8L
(2.7)  Qpt =   ]- *  - £-.  Mu  =  r 1  TJ~  daJ],

warunki  brzegowe

(2.8)  tjinj- tt  =   O,  hkjtnk- ~hji  = O

oraz  równania ruchu

tjij+fi   = QPt- J~1Li,
(2.9)

Wystę pują cy  w powyż szych  równaniach  tensor  tu  zdefiniowany  wzorem:

(2.10)  tJt- - j*x  },xJ—

jest  tensorem naprę ż eń Cauchy'ego. Tensor o  skł adowych

dL
(2.11)  hiaj —  - r^k,  K - TT,—  dai]

jest  tzw.  tensorem  naprę ż eń  momentowych.  Wielkość  K^  wystę pują ca  w  równaniach
(2.9) jest  zdefiniowana  wzorem

(2.12)  KtJ  =   XiLj+d ai- y-—\ rXt—rJrd<xt- j~+xilK- ^-—+d*t.K- M  •
ódaj  dxj  ddaJ

  Ć XJ,K  óaaj,K

Równania  (2.8)  i  (2.9) bywają  nazywane  warunkami  brzegowymi  oraz równaniami ruchu
Cosseratów.  Równanie  (2.9)2 wskazuje  na  to, że  tensor  naprę ż eń  Cauchy'ego  (^  nie jest
tu  symetryczny.

2.4. Warunki niezmienniczoś ci i zasady zachowania.  Za  E.  i  F.  CoSSERATAMI  bę dziemy  postu-
lowali  niezmienniczość  gę stoś ci  dział ania wzglę dem  grupy  przemieszczeń  euklidesowych.
Moż na  wykazać,  że  warunki  konieczne  i  dostateczne niezmienniczoś ci  gę stoś ci  dział ania
wzglę dem  grupy  przemieszczeń  euklidesowych  mają  postać

(2- 13)  L e  =  0,  ~  =  0,  Km  =  0.

Rozpatrując  zasadę  Hamiltona  (2.6)  dla  poniż szych  dopuszczalnych  kombinacji  wariacji
zmiennych  niezależ nych

2 /7 V  -   O  .  "V  .  / S//   i

3.  (5x; =  x ; ,  ddai  =

gdzie

(2- 14)  Ą ,  =
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otrzymamy nastę pują ce  równania:

(2.15)  /   ePidv\ 'tl- f  J  fidodt- j  f  ttdadt=  J  J  J- *L,tdvdt,

(2.16)  /   Q(p[iXJ1+qjddv\ ll-   f  j  (fllXn+lj,)dvdt-
(P)  ixt(P)

-   /   /   (.htxn+hJt)dadt  = J  f  r'Kvndvdt,
I   Xt(dP)  I   Xt{P)

(2.17)  j  Edv\H-  f  J  (fć t+lftj&ij^dt-
xt(P)  i  xt(P)

-   J  f  (tiXi+2htJ& u)dadt  = -  f  f  j~ l ^  dvdt.
i  xt{ap)  i  xt(P)

W  równaniach tych
77

jest  gę stoś cią  cał kowitej  energii  wewnę trznej.  Z uwagi  na  warunki  (2.13)  wyraż enia  po
lewych  stronach równań  (2.15)- (2.17)  są  równe  zeru. Zatem

(2.18)  /   Qp,do\ l\ = /   jfidvdt+f  J  Udadt,
Xt(P)  1  Xt(P)  1  Xt(dP)

(2.19)  /   e(PtiXn+q]i)dv\ ll=   J  f  (fltxj1+l J,)dodt+  f  f  (toxn+hj)dadt,
Xt(P)  I   Xt(P)  I   X,(dP)

(2.20)  /   Edv\ \ l = /   /   (fixt+21t]a>tj)dvdt+  {  J  (.tixi+2htAj)dadt,
Xt(,P)  I   X{(P)  I   Xf(P)

Otrzymane  zwią zki  nazywamy  kolejno  zasadami  zachowania  pę du,  krę tu  i  energii
mechanicznej  dla  ciał   typu  Cosseratów.  Z  drugiej  strony  moż na  wykazać,  że  zasady  za-
chowania pę du (2.18), krę tu  (2.19) i energii mechanicznej  (2.20) są  równoważ ne  warunkom
(2.13)  niezmienniczoś ci  gę stoś ci  dział ania wzglę dem  grupy  przemieszczeń  euklidesowych.
Z  cał kowych  zasad  zachowania  pę du  i  krę tu  moż na  otrzymać  warunki  brzegowe  (2.8)
oraz równania ruchu (2.9).

2.5. Pseudotensor naprę ż eń momentowych.  Zwróć my  uwagę,  że  prawie  wszystkie  wielkoś ci
wprowadzone w poprzednich punktach tego  rozdział u, nie wystę pują ce  w  klasycznej  teorii
sprę ż ystoś ci,  są tensorami  antysymetrycznymi.  Mianowicie  tensory  gę stoś ci  momentów
powierzchniowych  hij,  gę stoś ci  momentów obję toś ciowych  /y,  lokalnej  gę stoś ci  krę tu £,7,
naprę ż eń  momentowych  hkiJ  oraz  tensor  a>fj  prę dkoś ci  obrotu  wektorów  kierunkowych
są  antysymetryczne  wzglę dem  indeksów  ij.  Każ dy z nich  może  być  jednoznacznie  przed-
stawiony  przy  pomocy  pseudowektora  bą dź  też  pseudotensora.  D la  przykł adu  tensor
naprę ż eń  momentowych hui  moż na przedstawić  w  nastę pują cej  postaci:

(2- 21)  hkij=^
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gdzie mki jest  tzw.  pseudotensorem naprę ż eń momentowych,  natomiast siJt  jest  trójwekto-
rem  Ricciego. Zwią zek  odwrotny  do  (2.21) ma postać

(2.22)  mki  =  hkUetn.

Nasuwając  na  równania  (2.8)2  i  (2.9)2  trójwektor  Ricciego  sw  otrzymamy  równoważ ną
postać  równań  ruchu  i  warunków  brzegowych  Cosseratów

(2.23)  mk,!k+tj_sjn  +  li  =   Qqi+QPjXi*uu  mklnk—mk  =  0,

gdzie wystę pują ce  pseudowektory  momentów obję toś ciowych  / (, momentów powierzchnio-
wych mk  oraz lokalnej  gę stoś ci  krę tu qk  są  zdefiniowane  analogicznie jak  (2.22). W podobny
sposób  moż na przekształ cić zasady  zachowania  krę tu  i energii mechanicznej:

j  \ \ [ =   J  j  (fJxieul+l,)dvdt+  (  J  (tJxiziJl+ml)dadt,
XJP)  I   X  (P)  I   XJP)

(2.24)

/   \>Ą  = J  J  (ftxi+lico l)dodt+  J  J  (tiX,+
XP)

gdzie co; jest pseudowektorem prę dkoś ci  obrotu bazy  wektorów  kierunkowych  da.

Przedstawiona  w  tym  rozdziale  teoria  ciała  sprę ż ystego  Cosseratów  została oparta na
podstawowej  pracy  Toupina  [1964], aczkolwiek  zawiera  głównie  idee  braci  Cosseratów.
Z  prac dotyczą cych podstaw  teorii moż na wymienić  elementarne liniowe uję cia  KUWSZYŃ-
SKIEGO  i  AERO  [1963] oraz  PALMOWA  [1964  a]. Zagadnienie cał kowania  zlinearyzowanego
podstawowego  ukł adu  równań  zostało  poruszone  w  pracach  GUNTHERA  [1958],  AERO
i KuwszYriSKiEGO  [1964] oraz  SANDRU  [1966]. G UN THER  [1958] wykazał  analogię  statyczno-
geometryczną   w liniowej  teorii oś rodków  typu Cosseratów  i wykorzystał  ją   do zbudowania
funkcji  naprę ż eń.  AERO  i  KUWSZYŃ SKI  [1964] przedstawili  rozwią zanie  ukł adu równań
przemieszczeni owych  w  postaci  sumy  dwóch  funkcji  wektorowych,  z  których  jedna  jest
rozwią zaniem  ukł adu  równania  Lamego.  SANDRU  [1966]  przedstawił   rozwią zanie  typu
G alerkina  oraz  Papkowicza- Neubera.  Rozwią zał   również  kilka  zagadnień  szczególnych.
Pł askie  zagadnienie  koncentracji  naprę ż eń  rozpatrywał   PALMOW  [1964],  który  wykazał,
że  zagadnienia  pł askiego  stanu  naprę ż enia  dla  oś rodków  Cosseratów  i  dla  tzw.  oś rodka
Cosseratów ze zwią zanymi  obrotami (por. p. 3) są   sobie  równoważ ne.

Szczególną   odmianę   teorii  Cosseratów  zbudował   WESOŁOWSKI  [1965].  Założ ył   on, że
momenty  powierzchniowe  wykonują   pracę   na  sumie  obrotów  bazy  wektorów  kierunko-
wych  i  obrotów  elementów  powierzchniowych.  Z  przeprowadzonych  rozważ ań  wynika
jednak,  że momenty powierzchniowe  pracują   tylko  na obrotach baz  wektorowych.

3.  Materiały nieproste drugiego rzę du

3.1.  Sprę ż yste materiały nieproste. W  klasycznej  teorii sprę ż ystoś ci  gę stość energii odkształ-
cenia  zależy  od pierwszego  gradientu  odkształ cenia xi:a.  Jednak  nie  ma  formalnych  prze-
szkód  do  wprowadzenia  wyż szych  gradientów  jako  dodatkowych  argumentów  gę stoś ci
energii.  Zaproponowali  to  po  raz  pierwszy  A. L.  CAUCHY  [1851]  i  A. J. C. B.  DE  SAINT-
VENAN T  [1869].  Powyż sze  zagadnienie  omawiał   również  J. T.  JARAMILL O  [1929].  We
wszystkich wymienionych  pracach stan naprę ż enia był  opisywany  symetrycznym  tensorem
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naprę ż eń  Cauchy'ego.  Teoria  materiał ów  zawierają ca  wyż sze  gradienty  odkształ cenia
i  uwzglę dniają ca  powstawanie  naprę ż eń momentowych  została podana przez  R.  TIFFENA
i A. C.  STEVENSONA  [1956]. Jednak zarówno w tej pracy, jak i w monografii  C.  TRUESDELLA
i  R. A. TOUPINA  [1960] nie zwrócono uwagi  na fakt,  że czę ść  naprę ż eń momentowych nie
wyraża  się przez  gę stość  dział ania. Powyż sze  spostrzeż enie,  dokonane przez  R. D.  M I N -
D U N A, zostało uwzglę dnione w pracy R. A. TOUPINA  [1962]. W pracy tej przyję to,  że gę stość
dział ania  zależy  od  pierwszego  i  drugiego  gradientu  odkształ cenia.  W  pracach  R. A.
TOUPINA  [1964]  oraz  C.  TRUESDELLA  i W. NOLLA  [1965]  podano  zasady  zachowania dla
tej  teorii w zestawieniu z równaniami oś rodka  Cosseratów.

Materiał,  dla którego  gę stość  energii  odkształ cenia zależy  od drugiego  gradientu od-
kształ cenia, bę dziemy  dalej  nazywać  materiał em nieprostym drugiego  rzę du  (R. A. TOU PIN
[1964]). Przez analogię  do powyż szej  definicji  moż na  również  wprowadzić  materiały nie-
proste rzę du N (tj. materiał y, dla których gę stość energii zależy  od N- go  gradientu odkształ-
cenia).

Poniż ej  podamy  podstawowe  równania  opisują ce  materiał   nieprosty  rzę du  drugiego.
W  nastę pnym podpunkcie omówimy  pewien przypadek  szczególny  tego  materiał u, pokry-
wają cy  się z  pewnym  typem  oś rodka  Cosseratów.  Ograniczymy  się do zagadnień  trój-
wymiarowych.  Powł oki z materiału nieprostego  drugiego  rzę du  zostały  opisane  w pracy
H.  COHENA  i C. N . DE SILVY  [1966]. Zawiera  ona kinematykę  takich powł ok,  podstawowy
ukł ad  równań  otrzymany  z zasady  wariacyjnej  oraz  podział  zagadnień  na membranowe
i zgię ciowe.  Omówiono tam również  izotropową powł okę z materiału nieprostego  drugiego
rzę du.

Zgodnie z przytoczoną powyż ej  definicją  materiału nieprostego  drugiego  rzę du  energię
sprę ż ystą  dla pewnego  obszaru P tego  materiału wyrazimy  wzorem:

(3.1)  E(P) =  / £ (*«, ,;  xUa,;Xu)dV,
p

gdzie  xi>ot  oznacza gradient  odkształ cenia, xitOlp  — gradient gradientu odkształ cenia.
O  wystę pują cej  we wzorze  (3.1)  gę stoś ci  energii  wewnę trznej  zakł adamy, że jest nie-

zmiennicza wzglę dem grupy przemieszczeń euklidesowych  (p. 2.2). Musi ona wtedy speł niać
warunek:

(3.2)  £(x,y,  *,,«,; *, ) =  £(Ruxj,a;  RuxiiSll\Xs),

gdzie  Rjj jest  dowolnym  tensorem  ortogonalnym. A. R.  TOU PIN  [1964]  wykazał, że  aby
warunek  (3.2) był  speł niony, gę stość £  powinna  dać się przedstawić w postaci:

(3.3)  £

gdzie:

Funkcja  £  zależy  więc dla sprę ż ystych  materiał ów nieprostych  drugiego  rzę du od sześ ciu
skł adowych  klasycznego  tensora  odkształ ceń skoń czonych,  materialnych  gradientów  tego
tensora  oraz  współ rzę dnych  materialnych X„.
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Równania  ruchu  i  warunki  brzegowe  moż na  otrzymać  z  odpowiedniego  równania
dla wariacji  dJ2. Rozwijając  to  równanie we współ rzę dnych przestrzennych, po pominię ciu
czł onów dynamicznych, otrzymuje  się  nastę pują ce  równania  równowagi:

(3.5)  Uj,t+fj"O,

w  których  Z1,; jest  niesymetrycznym  tensorem naprę ż enia, a./}  wektorem  gę stoś ci  sił  maso-

wych.  Tensor  ty  jest tu definiowany  innym zwią zkiem  niż w p. 2, mianowicie

•   , i 8 &   /  8£  \  1
(  }  u ^ J  1.0*7 ~ \8xT Î   „\ Xjt* '
Warunki  brzegowe  otrzymane z tego  samego  równania wariacyjnego  mają  postać:  ,

ttjnj—djhjtknk+hM(bjk- bą injnk)  = tit

^• ^  hmnjnk  =  m„  Xae8P,

gdzie:

(.J- o;  njik—J  - jz  xiMk,p

jest  tzw.  tensorem hipernaprę ż eń oraz nti wektorem hipersił  powierzchniowych,  «; jedno-
stkowym  wektorem  normalnym  do  BP, btj  drugim  tensorem podstawowym  powierzchni
3P,  djhJik  diwergencją  tensora  hJik  na  dP  (dj  =  8j—njnidt).

Oprócz tego przy  definiowaniu  tensora naprę ż eń otrzymuje  się zależ ność

0.9)  hj

Jak  ł atwo dostrzec, z równania  (3.3) wynika  symetria  wyraż enia  w nawiasie  kwadratowym
- wzoru  (3.9)  wzglę dem  wskaź ników  i,j. Lewa  strona  (3.9)  musi  więc  speł niać dodatkowy
zwią zek

który  jest  podobny  do  równań  równowagi  Cosseratów  dla momentów  [por.  wzór
(2.9)2] .

Poję cie  materiału nieprostego  zostało  rozszerzone w pracy  Cz.  WOŹ NIAKA  [1967, b]
na  zagadnienia  termosprę ż ystoś ci.  Wprowadzono  tam  poję cie  materiału «termicznie nie-
prostego»,  tj. materiał u, w którym  gę stość  energii  swobodnej  <p  (oraz  pozostałe  funkcje
stanu)  zależy  nie  tylko  od  gradientów  odkształ cenia i  od  temperatury,  lecz  również od
gradientów  temperatury.  W cytowanej  pracy  (por.  także  p. 6.7)  wyprowadzono  pod-
stawowy  ukł ad  równań  sprzę ż onej  termosprę ż ystoś ci  takich  materiał ów. W szczególnym
przypadku materiału nieprostego drugiego  rzę du energia swobodna cp zależy od parametrów
mechanicznych  Ca/( =  xk>axkj,  Ca!iy =  xkiC,xkipy  oraz  temperatury 8 i jej  gradientu  0>a.
Równanie  stanu dla  tensora naprę ż eń tik oraz  tensora hipernaprę ż eń tmak  mają  postać

( !)  ")  \

2 - ^ T ;—  Xk,P'\ "̂ 7:i   Xk,By\  xl,a>
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w  której  fak  jest  tensorem  gę stoś ci  hipersil  obję toś ciowych  (ł ą cznie z  sił ami  bezwład-
noś ci).  Równanie  przewodnictwa  cieplnego  ma  postać:

w  której  hi =  hi(dti/ d)  jest  wektorem  przepływu  ciepła, h jest  wydajnoś cią   ź ródeł  ciepła
oraz  c  i  ca  są   wielkoś ciami  charakteryzują cymi  pojemność  cieplną   ciał a.  Nadmień my
jeszcze,  że  rozkł ad entropii w powyż szym przypadta.i jest  okreś lany  nie  tylko  polem  ska-
larowym  r\  — —8cpjdQ,  lecz  również  polem  wektorowym  da =   —d(p/ ddi<x.

Wiele prac omawia pewne szczególne zagadnienie materiału nieprostego. Jeś li założ ymy,
że w kontinuum Cosseratów  (por. p. 2) prę dkość obrotu bazy  wektorowej  d  pokrywa  się
z prę dkoś cią   obrotu elementu obję toś ciowego  oś rodka, to otrzymamy  model  ciała,  który
jest  również  przypadkiem  szczególnym  materiału nieprostego  drugiego  rzę du.  Model ten
R. A.  TOU PIN [1964] nazywa  oś rodkiem Cosseratów ze zwią zanymi  obrotami. C. TRUESDELL
i  W.  N OLL  [1964,  § 96]  taki  materiał  nazywają   materiał em Grioli- Toupina. Zajmiemy się
nim  poniż ej. Należy  zaznaczyć, że oprócz  materiału Grioli- Toupina moż liwe  są   również
inne  przypadki  szczególne  materiału nieprostego  drugiego  rzę du, z których  dwa  przed-
stawiono  w pracy  Cz.  WOŹ N IAKA  [1967, a].

3.2. Materiał  Grioli- Toupina.  Jak  pamię tamy  (p. 2) w oś rodku  Cosseratów  ortonormalna
baza wektorowa  d,  zaczepiona w punkcie X,  przemieszcza  się   tak jak  punkt X,  lecz  może

a

doznać  obrotów  niezależ nych  od ruchu  punktu X. Poniż ej  rozpatrzymy  przypadek,  gdy

prę dkość obrotu bazy d w punkcie Z  jest taka  sama jak  prę dkość obrotu kierunków  głów*

nych  odkształ cenia w tym punkcie, to znaczy:

gdzie  a>ij   jest  prę dkoś cią   obrotu  kierunków  głównych  odkształ cenia  oś rodka,  a  a>tj —
zdefiniowaną   wzorem  (2.15)  prę dkoś cią   obrotu wektorów  kierunkowych.  G ę stość  cał ko-
witej energii wewnę trznej  wyraża się  wtedy  wzorem:

(3- 12)  E =  ^x2+J2(xUixUxP;Xa).

W  pracy  R. A.  TOUPINA  [1964] wykazuje  się , że dla takich materiał ów naprę ż enia momen-
towe wyraż ają   się   zależ noś cią

8J3
( 313)  fy  22 f l x i h a x k J )

przy  czym Ajy^  pozostaje w rozpatrywanej  teorii nieokreś lone. Funkcja J2 powinna  wtedy

dodatkowo  spełniać 10 nastę pują cych  zwią zków:

(3- 14)  ——x j, txk ) J  = 0.
oX(ii)
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Warunki niezmienniczoś ci B  wzglę dem  ruchów sztywnych  moż na przedstawić  nastę pują co:

SJ2  d£
(3.15)  8x_  ~XjJ,lt+  - r-  - xJi,«P  -   0.

Ogólne rozwią zanie  równań  (3.14), (3.15)  (wg R. A. TOUPINA  [1962]) ma postać

(3.16)  £  = £(EsP>  Kmv,  Xa),

Wyraż enie  (3.16) ś wiadczy  o tym, że omówiony przypadek  szczególny  kontinuum Cossera-
tów  jest  jednocześ nie  przypadkiem  szczególnym  materiału  nieprostego  drugiego  rzę du
[por.  wzór  (3.3)].

Podstawowy  ukł ad równań dla oś rodka  Cosseratów ze zwią zanymi  obrotami (materiał
Grioli- Toupina) został  podany w pracach G.  G RIOLI  [1960, 1962], w pracy R. A.  TOUPINA
[1962]  oraz  dla przypadku  liniowego  materiału hipersprę ż ystego  w pracach  E. A.  AERO
i  E. W. KUWSZYNSKIEGO  [1960,  1964]).

Zasady zachowania masy, pę du, krę tu i energii mechanicznej mają  dla materiału Grioli-
Toupina poniż szą  postać:

(3.17)  *U.i+fj- &.

klj  =  0,

Wystę pują cy  we  wzorach  (3.17)  tensor  naprę ż eń  momentowych  / % został   omówiony

w p. 2  [por. wzór  (2.21)], a m;j  oznacza czę ść dewiacyjną  tego tensora.

Z  równania  (3.17)4  R. D.  M IN D LI N i  H. F.  TIERSTEN ponownie wprowadzili  równania
konstytutywne,  oparte  na  miarach  odkształ cenia  R. A.  TOUPINA  E„p,  Kitinr  Zamiast
drugiej  z tych miar w ich pracy wykorzystano  tensor:

\ J.1OJ  ^afi   • '- 'CCII  V  UvP '

Równania  konstytutywne  dla hipersprę ż ystych  materiał ów  Grioli- Toupina  mają  wtedy
postać:

8J2  x  B£

(3.19)  *"
W  8£

W  omawianej pracy  oraz w pracy R. D. MINDLIN A  [1964] przeprowadzono  linearyzację
powyż szych  zwią zków.  Wtedy

(i./U)  C =   - J- OijiciXijXi ci~\ 'biji ciEij}{i ii- \ - ~CijiliSijFklt

gdzie  Bij oznacza  klasyczny  tensor  mał ych  odkształ ceń,  a nu  s  fi, (i„e„;j.   W  przypadku
szczególnym  izotropii  materiału w  zwią zku  (3.20)  wystę pują  cztery  niezależ ne  stałe ma-

6  Mechanika  teoretyczna
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teriał owe. W.  NOWACKI  [1966] wprowadził   dodatkowo  wpł yw  klasycznego  pola  termicz-
nego do równań konstytutywnych  izotropowego  materiału G rioli- Toupina. Gę stość energii
ma  wtedy  postać:

ć  =   + h ( y + ' + " P d
(3.21)

gdzie 6 oznacza  temperaturę  odniesioną do temperatury  stanu naturalnego,  a, współ czynnik
cieplnej  rozszerzalnoś ci  liniowej.  Z  dodatniej  okreś lonoś ci  formy  (3.21)  R. D.  MINDLI N
i  H. F.  TIERSTEN wyprowadzają  nastę pują ce  nierównoś ci dla  stał ych  materiał owych

(3.22)  ii  >  0,  M+2/ i  >  0,  /   >  0,  - 1  < £ L  <  i .
fj,

Zwią zki  fizyczne  dla  omawianego  materiału przyjmują  postać

8Ć

(3.23)

W  cytowanej  pracy  W.  NOWACKIEGO  [1966]  znajduje  się  również  przemieszczeniowy
ukł ad  równań,  dla  którego  przeprowadzano  dyskusję  wł asnoś ci  poprzez  formalne  roz-
przę ż enie. Funkcje Greena dla tego ukł adu wyprowadził   J.  WYRWIŃ SKI  [1966].

Należy  zwrócić  uwagę  na pewną  osobliwość  materiału Grioli- Toupina zwią zaną  z  wa-
runkami brzegowymi.  Jak wykazali  R. D . M IN D LI N i H. F. TIERSTEN [1962] oraz W. T. Koi-
TER  [1964],  w  kontinuum  ze  zwią zanymi  obrotami  moż na  dać  jedynie  pięć  warunków
brzegowych  [por. również  wzór  (3.6)]. N a  przykł ad  wyraż one  w  naprę ż eniach  bę dą  one
miały postać:

1  id)
,.  . ..  \hin+  (
(3.24)

1  id)  1  1
hin+  - 7yHi(mki,h- m(nn)i0\nj  =   t,-   —  £jlimMjnJ,z  J  z

(rf)
mrin}~- mmni=  mt—m^rti,

,  .  id)

gdziem(„ , m  WJKJ, m(„ n) =   mj^ni.
Moż na  dostrzec,  że  wzór  (3.24)i  opisuje  trzy  skł adowe  wektora  gę stoś ci  sił y,  a  wzór

(3.24)2  dwie  skł adowe  (styczne  do  brzegu)  wektora  gę stoś ci momentu.
Cytowana  wyż ej  praca  W. T.  KOITERA  zawiera  również  warunki  na  krawę dzi  dwu

pł atów  gł adkich powierzchni  brzegowej  w  kontinuum z  materiału G rioli- Toupina, wpro-
wadzone po  raz pierwszy  w  innym uję ciu  przez  R. A.  TOUPINA  [1962].

Opracowanie  R. D .  MIN D LIN A i  H. F.  TIERSTENA  [1964]  obok  podstaw  liniowej  teorii
materiału  Grioli- Toupina zawiera  również  analizę ruchu falowego,  którą  przeprowadzono
przy  pomocy  funkcji  przemieszczeń.  Jeś li  u jest  wektorem  przemieszczenia,  to  powyż sze
funkcje  wprowadza  się  nastę pują co:
(3.25)  u =  gradcj+ rot / /,  d i v#  =  0.
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Po  podstawieniu  do układu równań przemieszczeniowych  otrzymamy

(3.26)  c?W  =  9>,  c2( l - /2V 2) V 2# = #,

gdzie

(3.27)  2  ^  ,  2  ,

Ukł ad  równań  (3.26)  został   wykorzystany  do konstrukcji  rozwią zań  szczegółowych
w  pracach  R. D .  M IN D LIN A  [1963 b,  1964],  G. N .  SAWINA  [1965],  G. N.  SAWINA
i  A. N .  G U ZA  [1966], W. A.  PALMOWA  [1964 a, b]. W pierwszej  z wyż ej  cytowanych  prac
R. D.  MIN D LIN A oraz w pracy  G. N . SAWINA  i A. N .  G U ZA  rozwią zania  oparto na wprowa-
dzonej  funkcji  zmiennej  zespolonej.

N a  zakoń czenie należy  wspomnieć o wyprowadzonych  w pracy  W. F.  KOITERA  [1964]
twierdzeniach o minimum energii potencjalnej  i minimum pracy dodatkowej, które pozwa-
lają   zastosować  przybliż one  metody  rozwią zań.

4. Ciała z mikrostrukturą

4.1.  Podstawowe poję cie i definicje.  W punkcie  tym  rozważ ać  bę dziemy  pewien  uogólniony
model oś rodka wprowadzony  przez R. A.  TOUPINA  [1964], który bę dziemy  nazywać ciałem
z mikrostrukturą )̂ i oznaczać symbolem  B.  Elementami ciała B są  punkty  materialne X,
przy  czym  każ demu  punktowi XeB  przyporzą dkowujemy  ukł ad  zaczepionych  w nim n
wektorów  da(a  =   1, 2,  . . . , «).  Wektory  da nazwijmy  wektorami  kierunkowymi.

Powyż sza  definicja  ciała z mikrostrukturą  jest jedną  z moż liwych  koncepcji uogólnienia
klasycznej  definicji  ciała  (W.  N OLL  [1958]). Szczególnym  przypadkiem  ciała z mikrostruk-
turą  jest  oś rodek  Cosseratów  omówiony w p. 2. N ie bę dziemy  tu zajmować  się   zwią zkiem
pomię dzy  zdefiniowanym  powyż szym  modelem  ciała  z  mikrostrukturą   a  rzeczywistym
ciałem z mikrostrukturą.

Przegląd  zagadnień  dotyczą cych  ciała  z  mikrostrukturą   oprzemy  przede  wszystkim
na  podstawowej  pracy  R. A.  TOUPINA  [1964] jako  najbardziej  reprezentatywnej  dla  tej
problematy ki( 2).

4.2. Kinematyka. N iech x oznacza punkt trójwymiarowej  przestrzeni Euklidesa  E, w któ-
rym w chwili t znajduje  się  punkt materialny X ciała B. Ruch ciała z mikrostrukturą  moż emy
wtedy  opisać  zwią zkami:

(4.1)  x = x(X,t),  dtt =  da(X,t)

bą dź  wprowadzając  kartezjań skie  współ rzę dne materialne XK(K=   1, 2, 3) w B oraz prze-
strzenne xk  (k =   1, 2, 3) w E moż na je  przedstawić w równoważ nej  postaci

(4.2)  xk =  xk (XK,  0,  dak = dttk (XK,  t).

(')  Według wcześ niejszej nomenklatury jest  ono  nazywane ciałem zorientowanym  (ang.  oriented body).
Koncepcja ciała zorientowanego pochodzi  od  J.  L.  ERICKSENA i C.  TRUESDELLA  [1958], Była ona  pierwotnie
zastosowana do opisu kinematyki i statyki prę tów i powłok, a nastę pnie uogólniona przez C.  TRUESDELLA
[1960, § 61]  na  przypadek  ciała trójwymiarowego.

(2) Zwię złe omówienie pracy R. A.  TOUPINA  [1964] przedstawili  C. TRUESDELL i W. NOLL  [1965, § 98].

6*
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Niech  xktK  oraz  dakiK  oznaczają   odpowiednio  gradient  odkształ cenia oraz  gradient
odkształ cenia  mikrostruktury.  Wprowadź my  nastę pnie  prawy  tensor  odkształ cenia Cau-
chy'ego- Greena

(4.3)  aKL =   x!>Kxi>L

oraz tzw.  tensor odkształ cenia mikrostruktury

(4.4)  qah  =   dlad!b.

Wartoś ci  tych  tensorów w chwili  porównawczej  t =  T oznaczmy odpowiednio

(4.5)  AKL(X)  s  aKL(X,  T),  Qab(X)  m qab (X, T).

4.3.  Ruch sztywny. Ruchem  sztywnym  ciała  z  mikrostrukturą   nazywać  bę dziemy  ruch,

w którym zwią zki  (4.2) mają   postać  (por. 2.2)

(4.6)  xi(X,t)  = RtK(t)XK+Vi(t),  dAi(X,ł )  =   RiK(t)DaK(X),

gdzie RiK  jest  tensorem ortogonalnym, natomiast

(4.7)  Da(X)mdn(X,T)

są   wektorami  kierunkowymi  w chwili  porównawczej.  Oznacza  to, że ciało  nie odkształ ca
się  w sensie  klasycznej  mechaniki oś rodków  cią głych, a wektory  kierunkowe są   zwią zane
w  sposób  sztywny  z ciałem. Warunki  konieczne  ruchu  sztywnego  wyraż ają   się  wzorami:

(4- 8)  aa.(X,t)  =  AEt(X),  qah(X,t)  =  Qah(X).

Według R. A.  TOUPINA  [1964] są  to również warunki  dostateczne. N ie trudno udowodnić,
że stwierdzenie  to  nie  jest prawdziwe. N a przykł ad dla

(4.9)  xi(X,t)^RiK(t)XK+Vi(t),  dat(X,t)  =  SlK(t)DaK(X)>

gdzie RiK  i SiK  są   dwoma  dowolnymi  lecz  róż nymi  od siebie  tensorami  ortogonalnymi,
zwią zki  (4.6) nie są   spełnione, podczas  gdy warunki  konieczne  (4.8)  zachodzą.  Zwią zki
(4.3),  (4.4) i (4.9) wskazują   na to, że miary  odkształ cenia aKL i qAh  nie opisują   wzglę dnego
obrotu  mikrostruktury.

4.4. Zasada Hamiltona.  Punktem  wyjś cia  dalszych  rozważ ań  dotyczą cych  ciała  hiper-
sprę ż ystego  z  mikrostrukturą   może  być  zasada  wariacyjna  Hamiltona.  Zasadę   tę
R. A.  TOU PIN  [1964] przyjmuje  w postaci

(4.10)  ÓA(P  • / ) + //   (Fidxi+Gfddai)dVdt+/
i  p

+  f  f  (Tt6Xi+H?ddttt)dAdt-  j  (PiSxi+Qfddat)dV\ ll = 0,
i  dP  P

gdzie  A  jest  wielkoś cią   dział ania  dopuszczają cą   istnienie  gę stoś ci  dział ania:  L =
=  L(xh  t, dai, xh  d'ai,xitK,  dattK,X),Fh  G?  są   uogólnionymi  sił ami  obję toś ciowymi,  Tit

H?  są  uogólnionymi  siłami powierzchniowymi, natomiast Ph Qf są  uogólnionymi  pę dami.
Wszystkie te wielkoś ci  są  odniesione wzglę dem  jednostki  obję toś ci  lub  powierzchni  kon-
figuracji  porównawczej.

Z  postaci  gę stoś ci  działania  wynika,  że  rozpatrywany  materiał   może  być nazwany
materiał em  prostym  z mikrostrukturą.  Ogólną   teorię   materiału nieprostego  z wektorami
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kierunkowymi,  zbudowaną  w oparciu o termodynamikę materiał ów o zanikają cej  pamię ci
(B.  D .  COLEMAN  [1964])  przedstawił   S. ZAHORSKI  [1967].  Wykazał   on, że  funkcjonał
energii  swobodnej  może w ogólnym przypadku  zależ eć od pól uogólnionych  sił   obję toś cio-
wych.

Postulowana  przez  TOU PINA  zasada  Hamiltona  jest  uogólnieniem  zasady  przyję tej
we wcześ niejszych  pracach J. L.  ERICKSENA  [1961],  [1962 b. c]. Równanie (4.10) jest bowiem
ogólniejszą  postacią  równania  podanego u J. L.  ERICKSENA  [1962, b], które w przyję tych
w p. 2 niniejszej  pracy  oznaczeniach przyjmuje  postać

(4.11)  d j  L(Q, dtd,,ó<h =  J  (tldxt+h iddl)da+  }  Q{fidxi+l iddi)dv.
Xt(P)  Xt0P)  Xt{F)

Powyż sze  równanie  opisuje  zachowanie  się  cieczy  nielepkiej  z jednym  wektorem  kierunko-
wym,  zwanej  przez J. L.  ERICKSENA  cieczą  anizotropową.

4.5. Równania ruchu w opisie materiał owym. Warunkami  koniecznymi  i  dostatecznymi  speł-
nienia  równania  wariacyjnego  (4.10)  dla  dowolnych  róż niczkowalnych  wariacji  dxh  ddai

pól  zmiennych  niezależ nych  są równania  ruchu:

(4.12)  TKilK+F t- Pt*  =- U,
HhG*\+G\ - Q*  ̂ = 0,

w których

G  r  H

Pfm  £
oraz  warunki  brzegowe i począ tkowe:

(4.14)  2jHJVx- r,- 0,  HKSNK- H\=0,  Xe8P,  te I,

(4.15)  Pf- Pi  = 0,  Q*\ - Q\ =  Q,  XeP,  t =  tx  lub  t = t2.

W powyż szych  wzorach NK jest jednostkowym  wektorem zewnę trznie normalnym do brzegu
XT(8P)  obszaru XT(P) zajmowanego  przez czę ść P ciała B w chwili porównawczej T.

Zrównań  (4.12) i (4.14) wynika, że TKi i HK

a

t  mogą  być nazwane uogólnionymi tenso-
rami naprę ż eń  Pioli- Kirchhoffa.

4.6. Grupa przemieszczeń euklidesowych.  Bę dziemy  mówili,  że  dwa  ruchy  (x*(X, t*),
dl(X,  t*)),  (x(X,  t), da(X,  t))  danego  ciała z mikrostrukturą  róż nią  się o  przemieszczenie
euklidesowe,  jeż eli  zachodzą  zwią zki

xf(X, t*)  =  RijXj(X, t)+S,,
1  '  d&(X, t*)  =  Rudttj(X,  f),  t*

gdzie  Ru jest  tensorem  ortogonalnym.  Podstawowe  wł aś ciwoś ci  zbioru  przekształ ceń
(4.16), zwanego  grupą  przemieszczeń  euklidesowych,  zostały wymienione w p. 2.2.

4.7. Warunki niezmienniczoś ci i zasady zachowania.  Analogicznie  do pracy  Cosseratów  TOU PIN
[1964]  przyjmuje,  że gę stość dział ania jest  niezmiennicza  wzglę dem  grupy  przemieszczeń
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euklidesowych.  Podobnie jak w p. 2.4 pracy  moż na wykazać,  że zachodzi to wtedy  i  tylko
wtedy,  gdy spełnione są  warunki:

(4.17)  I F = 0'  Tt=°'  K^  = °>

gdzie  tensor K{j jest  okreś lony  zwią zkiem  (2.12).
Rozpatrując  zasadę  Hamiltona (4.10) dla nastę pują cych  kombinacji  wariacji  zmiennych

niezależ nych

2.  dxi = QjjXj,  bdAi =  Qijdaj,   Q\ j =  Q^j) = 0;

3.  dx; =  xu  ódiXi =  c/ -̂

otrzymujemy  poniż sze  zwią zki

(4.18)  /  P,dV\ ',l- J  jFidYdt-  J  J T,dAdt = /   /   —dVdt,
P  I   P  i  ÓP  I  P  ^xi

(4.19)  /  {Puxn+Q\An)dV\ ,\ -  J J  {FiiXn+G\AnWdt-

f  J (Tuxn+H\ idan)dAdt=  j  }KundVdt,
I   dP  I   P

(4.20)  j  (Pixi+Qa

id\xi- L)dV\ \ \~~  (  I   {Fixi- \ - Gaiid^dVdt-

J  j  (TiXt+ H\dat)dAdt= -  f  j - 8

i  p

i  p

I  ÓP  1  P

Z  warunków  niezmienniczoś ci  (4.17)  gę stoś ci  dział ania  wzglę dem  grupy  przemieszczeń
euklidesowych  wynika,  że prawe  strony  równań  (4.18)- (4.20)  są  równe  zeru.  Zatem  lewe
strony są  również  równe zeru, skąd  wynika

(4.21)  /  PtdV\ 'Ą  = J Jfi  dVdt+  [  f  Tt dA dt,
p  i  P  i dP

(4.22)  /   (/ '[,*, ]+ 2V«J])^|{» -   (  /   (FuxJr\ - G'\idaj])dVdt+
p  i  P

+  f  f  {Tvxn+H\ id an)dAdt,
I   dP

(4.23)  /  (?,i,+ e«,d'aJ- L)dV\t\   = /   /   {Flxl^G\dni)dVdt+  J  f  (TtXt+ Ha

td^
P  1  P

/   J f
P  1  P  I   ÓR

Warunki  powyż sze  mogą   być nazwane  uogólnionymi  zasadami  zachowania  pę du  (4.21),
krę tu  (4.22) i energii  mechanicznej  (4.23) dla ciała sprę ż ystego  z mikrostrukturą.  Z drugiej
strony moż na wykazać,  że z tak okreś lonych zasad zachowania pę du, krę tu i energii mecha-
nicznej  wynikają   warunki  (4.17)  niezmienniczoś ci  gę stoś ci  dział ania  wzglę dem  grupy
przemieszczeń  euklidesowych.  Zatem za TOUPINEM  [1964]  moż na powiedzieć,  że dla ciała
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sprę ż ystego  z  mikrostrukturą   zasady  zachowania  pę du,  krę tu  i  energii  mechanicznej są
równoważ ne warunkom niezmienniczoś ci gę stoś ci  dział ania wzglę dem  grupy  przemieszczeń
euklidesowych.

4.8. Energia kinetyczna i potencjał  sprę ż ysty.  R. A.  TOUPIN  [1964]  zakł ada, Że gę stość działa-
nia  ma postać

(4.24)  L=  T- W,

gdzie

(4.25)  T=^(Qox,xl+v«bdtt,dhd,  ^  = ^  = 0,  <?o = O

jest  gę stoś cią   energii  kinetycznej,  natomiast

(4.26)  W=W(di

a.xi,K,daiiK,X)

jest  potencjał em sprę ż ystym.  Z  (4.24)  i  (4.25)  wynika,  że gę stość  energii  kinetycznej  jest
niezmiennicza  wzglę dem  grupy  przemieszczeń  euklidesowych,  wektor  pę du

Pj  — QQXj

jest równoległy  do prę dkoś ci x0  i jest jej liniową   funkcją ,  natomiast uogólniony pęd

Qf  =   vabd„t

jest liniową   funkcją   prę dkoś ci  zmiany  wektorów  kierunkowych.
4.9. Równania ruchu w opisie przestrzennym. Równania  ruchu  (4.12)  oraz  warunki  brzegowe

(4.14) w opisie przestrzennym mają   postać

hk

(4.28)

gdzie j  =   detxfcj K  jest jakobianem  odwzorowania X  -> x, nk jest  wektorem  jednostkowym
zewnę trznie normalnym do brzegu  ciała w konfiguracji  aktualnej,

tjl   =J  l^Kixj,K>  hkji  — .

są   odpowiednio  tensorem  naprę ż eń  Cauchy'ego  i  tzw.  tensorem  hipernaprę ż eń (ang.
hiperstresses),

da  da

są   uogólnionymi sił ami powierzchniowymi,

jest uogólnionym pę dem, natomiast

jest gę stoś cią   materiału w chwili  t.

Przedstawiony  opis  nie jest  w  ogólnym  przypadku  kompletny.  D la przykł adu  (4.12)
zawiera  3(n + l) równań, podczas gdy  (4.27) przedstawia  tylko  dwanaś cie równań. Podobnie
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wyglą da  liczba  warunków  brzegowych  (4.14) i  (4.28)  oraz liczba  niezależ nych  składowych
uogólnionego  tensora  naprę ż enia.  Powyż szy  opis  jest  kompletny  jedynie  w  przypadku
n <  3. D la n =   3 równania  (4.27) i (4.28) opisują   ciało z mikrostrukturą   doznają cą   jedno-
rodnego  odkształ cenia, rozpatrzone w uję ciu  liniowym  przez R. D.  MIN D LIN A  [1964].

Biorą c czę ść  antysymetryczną   równań  (4.27)2 i  (4.28)2  otrzymujemy  równania  ruchu

oraz warunki  brzegowe  Cosseratów

4.10. Miary odkształcenia.  Wprowadzając  miary  odkształ cenia R. A. TOU PIN  [1964]  wyko-
rzystuje  zasadę   niezmienniczoś ci.  Mianowicie  z  (4.24),  (4.25)  i  (4.26)  wynika,  że  gę stość
działania bę dzie niezmiennicza wzglę dem  grupy  przemieszczeń  euklidesowych  wtedy  i tylko
wtedy,  gdy niezmienniczy  bę dzie  potencjał   sprę ż ysty.  Moż na  wykazać,  korzystając  np.
z  twierdzenia  Cauchy'ego  (C.  TRUESDELL  i W. N OLL  [1965, § 11]), że zachodzi  to wtedy
i  tylko  wtedy,  gdy  potencjał  sprę ż ysty  jest  funkcją   nastę pują cych  argumentów

&KL  =   xi,Kxi,L>

daK  =   xi,Kdtti>

(4.29)  AaKL  m  xUKdaiL,

s=  signdetxi jK ,

X.

Zatem  aKL,AaK,AtlKL  są   miarami  odkształ cenia  oś rodka  z  mikrostrukturą.  M iarą  od-
kształcenia jest  również  klasyczny  tensor  odkształ cenia  wzglę dnego

(4- 30)  eKLŜ (aKL- AKL)

oraz  tzw.  tensor odkształ cenia mikrostruktury  wzglę dem  «makrostruktury»

(4- 31)  yaK^~(AaK- aKLDaL).

W przypadku  gdy wektory  kierunkowe  są  wektorami  materialnymi,  tzn. gdy

"n i  —  xi iKDaK,

to  wszystkie składowe tensora yaK  są  toż samoś ciowo  równe  zeru.
R. D.  MiNDLlN  [1964]  rozpatrzył   liniową   teorię   ciała  z  mikrostrukturą   doznają cą

jednorodnego  odkształ cenia. W przypadku  n — 3 oraz  DaK  =   <5„K zlinearyzowane  miary
odkształ cenia  (4.29)3,  (4.30)  oraz  (4.31) pokrywają   się  z miarami  odkształ cenia M indlina:

AaJtxy>«t,J  =  XatJ,

(4.32)  ««*«(«,/ ).

gdzie:

fal  =   dai- Dai

nazwane jest  tensorem  dystorsji,  «„y  jest  tzw.  gradientem  mikro- odkształ cenia, natomiast
M; jest wektorem  przemieszczenia.

Teorię   ciała z mikrostrukturą   doznają cą   jednorodnego  odkształ cenia na innej  drodze
zbudowali A.  ERINGEN  i E. S.  SUHUBI  [1964  a],  [1964  b]  oraz A.  ERING EN  [1964].  Intencją
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ich  było wyprowadzenie  wszystkich  równań oś rodka  w oparciu o założ enie,  że pojedyncza
mikrostruktura  jest  klasycznym  kontinuum.  Jakkolwiek  otrzymany  układ  równań  pod-
stawowych  jest  poprawny,  to  jednak  pewne  zastrzeż enia  wzbudzają   niektóre przekształ-
cenia.  Biegunowo- symetryczne  zagadnienie  koncentracji  naprę ż eń  w  takim  ciele  roz-
patrzył   J. L.  BLEUSTEIN  [1966].

A.  E.  G REEN,  P. M .  N AG H D I  i  W.  L.  WAIN RIG H T  [1965] rozpatrzyli  szczególny  przy-

padek  ciała  dwuwymiarowego  z jednym  wektorem  kierunkowym.  Zbudowana przez nich
teoria  ma  opisać zachowanie  się   cienkiej  powł oki.

4.11.  Oś rodek Cosseratów.  R. A.  TOU PIN  [1964]  wyjaś nił   zwią zki  przedstawionej  teorii
z  teorią   braci  Cosseratów  (por. p.  2).  Oś rodkiem  Cosseratów  jest  kinematycznie równo-
waż ne  ciało  z  trzema  liniowo  niezależ nymi  wektorami  kierunkowymi  przy  dodatkowym
założ eniu

(4.33)  daidbi  =   qni  =  const,  a =  1, 2, 3

oznaczają cym,  że wektory  kierunkowe  mogą   w procesie odkształ cenia doznać tylko  sztyw-
nego  obrotu. Ograniczenie  (4.33) jest  równoważ ne  warunkom

(4.34)  6daUd* t)  =  0.

lub

(4.35)  dttUd* t)  =  0,

gdzie da. jest bazą   wzajemną   wzglę dem  bazy  dai.  Z równań  (4.35) wynika, że zasada zacho-
wania  energii  dla  ciała  sprę ż ystego  Cosseratów  przyjmuje  postać

(4.36)  Ą -t J  Edv=  f  (fixl+2l lwa>lJ)dv+  J

gdzie

E m I   Qxtxi+  ~- f"  vabdatdM+   - JJ-W,

natomiast

2  '

jest  tensorem prę dkoś ci  rotacji  bazy  wektorów  kierunkowych.

4.12. Ciecz anizotropowa Ericksena. J. L.  ERICKSEN  [1960,  1961,  1962 a, b, C, d]  rozpatrzył
ogólną   teorię   oś rodka  cią głego  z  jednym  wektorem  kierunkowym  dn.  Punktem  wyjś cia
jego rozważ ań były zasady  zachowania przyję te  w nastę pują cej  postaci:

(4- 37)  A.  f  edv = 0,
Xt(P)

(4.38)  A  J  ą d\dv =  j  h^dctĄ -  j  ktdv,
Xt(P)  XtCdP)  Xt(P)

(4- 39)  A-  J  Qxtdv=  J  ttda+  f  fidv,
X\Xt(ÓP)
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(4.40)  - -  Q(xlixn+dvdJ])dv  =  (xvtn+d lthn)da+  (xvfn+d liln)dv,
Cli  ą/   \J  *S

t  Xt(F)

Tt  ( )

=  J  (tixi+h idi- h)da+  j  (fixi+l idi+q)dv,
UP)  X(P)

gdzie sjest  gę stoś cią  energii  wewnę trznej,  hj  i lj  są   uogólnionymi siłami powierzchniowymi
i  obję toś ciowymi,  h  opisuje  przepływ  ciepła  przez  powierzchnię   X, (BP),  natomiast  q  jest
wydajnoś cią   ź ródeł  ciepła.

Zasady  (4.37)  i  (4.39)- (4.41)  są   odpowiednio  zasadami  zachowania  masy,  pę du, krę tu
i energii, natomiast zasada  (4.38) ma opisywać «lokalny  ruch czą stki  materialnej».  Wydaje
się   jednak,  że  nie  moż na jej  postulować  niezależ nie  od  zasad  zachowania  pę du  i  krę tu.
Zauważ my  jeszcze,  że  przyjmując  w  równaniach  Toupina  (4.21),  (4.22)  dai  =   (di)  otrzy-
mamy  zasady  zachowania  pę du  i  krę tu  postulowane  przez  Ericksena.  Nastę pnie  jeż eli
w  zasadzie  zachowania  energii  (4.41)  zatrzymamy  tylko  człony  mechaniczne,  to  bę dzie
ona  równoważ na  równaniu  (4.23) przy  założ eniach dai  =   (di), vnb  =  (Q0).

Pewne problemy  szczególne  dla  cieczy  anizotropowej  rozpatrzył  P. N .  KALON I  [1965].
C.  TRUESDELL  i  W.  N OLL  [1965,  §§  127,  128,  129]  zebrali  najciekawsze  dotychczasowe
wyniki  dotyczą ce równań konstytutywnych  postulowanych  dla cieczy  anizotropowej.

5.  Materiał   prosty  z  wielobiegunowymi  przemieszczeniami

5.1,  Podstawowe okreś lenia i definicje.  Jak  wiadomo,  w  klasycznej  mechanice oś rodka  cią g-
łego  aktualne położ enie czą stki  materialnej  X  w  przestrzeni  euklidesowej  wyznaczają   jej
trzy  współ rzę dne przestrzenne xt.  Są   one funkcjami  czasu  t  i współ rzę dnych  materialnych
XA  czą stki  ciała

(5.1)  Xl  =   Xi(XA,t).

Jeż eli przyjmiemy,  że do okreś lenia aktualnej konfiguracji  czą stki  ciała  oprócz  (5.1)  należy
podać  v pól  tensorowych

(5.2)  xw0]  =   x,m(XA,  i),  /? =  .1,2,  ...  v,

gdzie oznaczono

Xi\Bf)  =   xiBiB2...  Bpt

to  ciało  takie  nazwiemy  ciałem  z  wielobiegunowymi  przemieszczeniami  (ang.  multipolar
displacements).  Nowe  zmienne kinematyczne  XĄ BI,\  zostały  nazwane  przez  A.  E.  GREENA
i  R. S.  RIVLIN A  [1964 b] 2^- biegunowymi  przemieszczeniami, zaś  ich pochodna materialna

Vi[Bt,\   =   Xt{Bt\

została nazwana  polem 2^- biegunowych  prę dkoś ci  (ang.  21'  pole- displacement  field,  oraz
odpowiednio  2" — pole- velocity  field).

Powyż szą   koncepcję   uogólnionego  oś rodka  cią głego  wprowadzili  A.  E.  GREEN
i R. S. RIYLI N  [1964 b].  Zaproponowany przez A. E. GREENA i R. S. RIYLIN A  opis ruchu  ciała
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jest w pewnym  sensie  równoważ ny  opisowi  R. A.  TOUPINA  [1964]  (por. p. 4)  ruchu  ciała
z mikrostrukturą.  Mianowicie jeż eli w równaniach  (4.2)2 zamiast wektorów  kierunkowych
dia wprowadzimy  odpowiednią   liczbę  pól  tensorowych  XHB„]  w taki sposób, by liczba  tych
równań  pokrywała się  z liczbą   równań  (5.2), to opis  Greena i Rivlina  bę dzie odpowiadał
opisowi Toupina. Równoważ ność opisów w szczególnym przypadku ciała z jednym  wekto-
rem  kierunkowym została wykazana w inny sposób przez A. E. GREENA, P. M.  NAGHDIEGO
i R. S.  RIVLIN A  [1965], a w przypadku ogólnym przez  Cz. WOŹ NIAKA  [1967a] (por. p. 5.6).

Jakkolwiek  opisy  G reena,  Rivlina  oraz  Toupina  są   kinematycznie  równoważ ne, to
jednak ze wzglę du  na  bardziej  ogólne  podejś cie  do  zagadnienia przytoczymy  w tym  roz.
dziale najważ niejsze  rezultaty przedstawione w pracy A.  E. GREENA i R. S. RIVLIN A  [1964 b].

5.2. Ruch sztywny. W pracy A.  E.  GREENA i R. S. RIVLIN A  [1964 b] przyję to,  że dwa  ruchy
(xf  =  xf(X,  / *) , xfiBfi] =  xf[Bo](X,  t%  (xi = xt(X, 0,  XiiBt] =  Xt\BJI)(X, 0)  ciał   z  wielobie-
gunowymi przemieszczeniami róż nią  o ruch sztywny, jeż eli  zachodzą   zwią zki

xf  (X,  t*)  =  ct(n+Qu(t)[xj(X,  t)- cj(ł )],

(53)  xfc,\ {X,  t*)  =  Qu(t)  xm]  (X,t),  /J =  1  v,

t*  =   t+a,

gdzie  Qij  jest  tensorem ortogonalnym.
Róż niczkują c1 wzglę dem  czasu  zwią zki  (5.3) otrzymamy

vf(X, t*)  =  ct(t*)+Qu(t)[vj(t)- cM+Q,j(i)[xf(X, t*)- c*O*)],
( 5 ' 4 )  V\Bf](X,  t*)  =  Qumm(X,  t)+Qu(t)4Bl,0,  t*),

gdzie

Mjj  =   — Qji  =  QikQjk-

Z  (5.4) wynika  wprost

A%  =  Q!rQisArs,  (ofj =   QirQja(of,+

(5.5)  At,,,  ̂ =  QijQiih  ...  2/ ^4/ 7,...;,

E*Bn\ :A\AJ  =   B[Bfi):A\Aa\ ,

gdzie oznaczono

AtJ  m  2/ 0(1,1),  on  =   lvv,n>

( 5 - 6)  ^/ (v) =  V>W>

Z  (5.3) wynikają   również  zwią zki

(5- 7)  Efaf):  A\Aa\   —  Ą BP \ :  A\A.\ >

gdzie E\Bp\ : A\A,\ jest miarą   odkształ cenia zdefiniowaną   nastę pują co:

Klasyczny  lewy  tensor  odkształ cenia  Cauchy'ego- Greena  oznaczać  bę dziemy  symbo-
lem  EAB.
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O  dwóch  ruchach  (xf  = xf(X,t*),  xfw  =  xfw(X,  t*)),   (xi =  xi(X,t),  x,|B„ , =
—  xHBfi)(X, 0) bę dziemy  mówili,  że w  danej  chwili  t0  róż nią   się  o prę dkość  ruchu  ciała
sztywnego,  jeż eli  zachodzą   zwią zki

X*(X,  tQ) =   Xi{X,  tQ),  XHBII \ {X,  t0)  =   Xi[B ll\ {X, t0),

(5.9)  vf(X,  t0) =  vi(X,  to)+bi+Qijxj(X,  tQ),

vf[B^X,  t0) =  vi{Bll] (X,  to)+QtjXj[Sf)(X, tQ).

Charakterystyka  kinematyczna  (5.3)2  wielobiegunowych  przemieszczeń  pokrywa  się
z  podaną   przez  R. A.  TOUPINA  [1964]  dla  wektorów  kierunkowych.  A. E.  G REEN
i  R. S.  RIVLI N  [1964 b]  wprowadzili  również  wielobiegunowe  przemieszczenia  xiil...tll
z charakterystyką   kinematyczną

xih,..h(X,  T*) =  QtJ(r)Qhh(t)  ... Qtfjfi(t)xjh...h(Xt  t)

nie  róż nią cą   się  w zasadzie  od  (5.3)2.  Dopiero  w  póź niejszej  pracy  [1965]  wspólnej
z  P. M. Naghdim moż na znaleźć wzmiankę  o wielobiegunowych  przemieszczeniach z cha-
rakterystyką   kinematyczną

xlll...ixi„, 1...ip(X, r*)  = Qij(r)Qhh(r)   -   QuS^Qt^J ̂ (0 -   QhJ,(t)xjh..JjxH...jf(.X, r).

MISICTJ  [1964  c],  [1965  b, c, e, f, g],  [1966]  rozpatrzył   podobne  po la  kinematyczne  i  efekty
mechan iczne z n imi  zwią zane.

5.3. Wielobiegunowe siły masowe i powierzchniowe.  Jeż eli  FĄ B  ̂: |^a)  oraz  Pi{Bp) •  {A„)   są   tenso-
rami  i jeż eli

oraz

są   gę stoś ciami  pracy  odpowiednio na jednostkę   masy  i powierzchni, wtedy  FI\B„\ :\A,\  oraz
PnBp}:\A.)]  nazywać  bę dziemy  2"+ / )- biegunowymi  (/ 3+ l)- go  rodzaju  sił ami  masowymi
i powierzchniowymi  (ang. odpowiednio body  force  25t+" —pole of the  (/ J+ l)- th  kind  oraz
surface  force  2/ l+ a—- pole  of  the  (/ ?+ l)- th kind.  Według  powyż szej  terminologii  wielo-
biegunowe  siły rozpatrzone we wcześ niejszej  pracy A. E.  GREENA i R. S. RIVLIN A  [1964 a]
(por.  p. 6) są  siłami 2*- biegunowymi  pierwszego  rodzaju.

Wielobiegunowe  siły  powierzchniowe  działają ce  na  płaszczyź nie  parametrycznej
XK  — const  są   oznaczone  symbolem  3tKi\Bt\ :\A.\  i  nazwane  2a+ / !- biegunowymi  naprę ż e-
niami  (/ ?+ l)- go rodzaju  (ang. surface  stress 2a+^- pole of the (^+ l) - th kind).

W  dalszym  cią gu  punktu  bę dziemy  rozpatrywać  materiał   z  sił ami  2^- biegunowymi
(/ ?+ l) rodzaju.  Wzorując  się  na terminologii N olla moż na go nazwać materiał em prostym
z wielobiegunowymi  przemieszczeniami.

5.4. Energia kinetyczna.  A. E.  G REEN i R. S. RIVLI N  [1964 b] zakładają,  że gę stość  energii
kinetycznej  dla materiału z wielobiegunowymi  przemieszczeniami ma postać

V

i  i

+
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gdzie

(5- 10)  YlA^- Ą Bp) =  Y\Bp\ ;\A«]

są  tensorami  stał ymi w  czasie.  N ie trudno zauważ yć,  że  tak  okreś lona  energia  kinetyczna
jest  niezmiennicza  wzglę dem  grupy  przemieszczeń  euklidesowych  (por.  p.  4.8)  oraz jest
ą uasi- diagonalną  formą  kwadratową  argumentów  vh  viiAp]  (/? =  1, 2, ..., v).  Przyję ta
postać  energii  kinetycznej  jest  zupeł nym analogiem postaci  przyję tej  przez  R. A.  TOUPINA
(1964]  [por.  równanie (4.26)].

5.5. Zasada zachowania energii. Zasada entropii. A.  E.  GREEN  i R. S. RlVLlN  [1964 b]  postulują
zasadę zachowania energii  i zasadę entropii w poniż szej  postaci:

[5.11) ( £
dP  0=1

ÓP

gdzie  QQ jest  gę stoś cią  masy,  U gę stoś cią  energii wewnę trznej,  r wydajnoś cią  ź ródeł  ciepł a,
ho wpł ywem ciepła przez powierzchnię  BP,  S gę stoś cią  entropii, T temperaturą  bezwzglę dną,
Fj  są  sił ami  masowymi,  pt  sił ami  powierzchniowymi,  natomiast  Fi\ Bl,\  sprowadzonymi
wielobiegunowymi  sił ami masowymi  zdefiniowanymi  nastę pują co:

A. E.  G REEN  i  R. S.  RIVLI N  zakł adają  nastę pnie,  że  wszystkie  wielkoś ci  z  wyją tkiem
prę dkoś ci  vh  wystę pują ce  w  (5.11)  są  niezmiennicze wzglę dem  nał oż onej stał ej  prę dkoś ci
ruchu postę powego.  Z powyż szego  zał oż enia wynika  zasada  zachowania pę du

(5.13)
p  p

a  zatem wynikają  również klasyczne  równania ruchu

(5.14)

oraz warunki  brzegowe

(5.15)

Rozwijając  zasadę  zachowania  energii  dla  infinitezymalnego  czworoś cianu  ograniczo-
nego pł aszczyznami parametrycznymi XK  — const oraz pł aszczyzną z wektorem jednostko-
wym NK  zewnę trznie  ortogonalnym do  niej  i korzystając  z klasycznych  warunków  brzego-
wych  (5.15)  otrzymujemy:

/ S - l
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gdzie(3)

PiWp) =  P'\Bp\—NKttKt{Bi!),   h =   ho—NKqK,

a  ^K są strumieniami ciepł a.

Nastę pnie  korzystając  z  (5.14),  (5.15)  i  (5.16)  oraz  twierdzenia  Greena  moż na  zasadę

zachowania energii  (5.11)i przedstawić  w postaci  róż niczkowej

V  V

(5.17)  QQr—qK,K—QOU+MKIVI,K+   2J  ^ / I ) W ' | £ / I } +   2J  nKt{Bp]Vt\Bf},x =  0,

0=1  0-1

gdzie(t)

(5.18)  ^nsp) —  QoFi{Be\ - ł - nKiiBf),K-

Posł ugując się uprzednio wprowadzonymi  oznaczeniami (5.6) otrzymujemy  podstawowe

równania  (5.16)  i  (5.17) w nastę pują cej  postaci:

A  I  h  ~ Wmi 2-
/ 5 = 1

(5.19)  \   PHBp][XA,iB\J3i,):A  1T Ani Xm\Bff)  I — h~  j- ~  Wm

0 1  '

(5.20)  Qor- ~qKiK—QoU+- j  AminKmX),K+~cominKmxiiK- \ -

BK  =   0,

0- 1

gdzie(5)

(5- 21)  ^ » =  ̂ Am~~^A,
§- 1

Nastę pnie A. E. GREEN i R. S. RIVLI N  [1964 b] zakł adają,  że  wielkoś ci

h ,  qK>Pl{Bi,},  r,  U, 7lKm,  7T,l\Bp),  MKi\Bfi\

są  niezmiennicze  wzglę dem  nał oż onego  stał ego  ruchu  obrotowego(6).  Jako  konsekwencję

powyż szych  zał oż eń otrzymuje  się nastę pują ce  zwią zki

V

(5- 22)  2J  MB,,) xJ]{Bfli  =   0,  n'K[mxilK  = 0.

(3)  Równania  (5.16)  wskazują  na to, że warunki  brzegowe  (4.14)  otrzymane  przez  R. A.  TOUPINA
[1964] nie zachodzą  dla materiału  niesprę ż ystego.

(4) Zwią zek  (5.18) jest  odpowiednikiem  równań  ruchu  (4.12)2  TOU PIN A.
(3) Tensor n'Am  jest  peł nym odpowiednikiem  tensora- STy  (por.  równanie  (2.12)  (wprowadzonego  przez

R. A.  TOUPINA  [1964]).

(6)  Wystarczy  spojrzeć  na budowę wzorów  (5.18) i (5.12), aby zauważ yć,  że zał oż enie o niezmienniczoś ci

tensorów n B̂^  zostało przyję te  w celu  uniknię cia  niekonsekwencji  mechaniki  Newtona, na której  gruncie

została zbudowana  cała  teoria.
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Wobec (5.22) równania  (5.19) i (5.20) redukują   się  do postaci

(5.23)  ^  PI{BĄ XĄ ,  jB[B f) :A—.Y- A«>lXn<[Bt)\ ~K = 0

oraz
v

(5.24)  Qor~qK,K~eô + y^mi^KmXi,K+^A,i  ft  (ni

0i
=  0.

Równanie  (5.22)2 jest  równoważ ne warunkom  (4.17)3 niezmienniczoś ci gę stoś ci działa-
nia  wzglę dem  grupy  przemieszczeń euklidesowych  podanym przez  R. A. TOUPINA  [1964].
Moż na  przewidzieć,  że równania  (5.22)  są   inaczej  zapisanymi  warunkami  brzegowymi
oraz równaniami ruchu Cosseratów.

A.  E.  G REEN  i  P.  M .  N AG H D I  [1965  b,  1966]  opierając  się  na  zasadzie  zachowania

energii,  zasadzie  entropii oraz na  zasadach niezmienniczoś ci w podobny sposób  wyprowa-
dzili warunki niecią głoś ci dla  ciała z wielobiegunowymi  przemieszczeniami.

5.6. Materiał  sprę ż ysty prosty. A. E.  G REEN  i R. S.  RIVLI N  [1964b]  materiałem sprę ż ystym
nazywają   materiał,  dla którego  zachodzą   zwią zki:

U=  U(S, XilA,  Xt[BY]>   XHBV\ ,A),

nKi  =   nKi(S,  xi:A,  X[tBv\ ,  xi\By\ ,A),

n>Ki{8 f) =   nKl\B„\ (.S, XiiA,  XnBv],Xt[By),A)>  o _  i  ->

™i\Ba)  =   M Ą B A S,  Xi,A,  Xi{D  i , Xi\B  } , A ) ,

(5.25)  T _ T , C  ,  y= l, 2, . . . ,̂
1  —  l  l«i Xi,A.> Xi[By],  Xt\BY\ ,A}>

Pi{Bp\ — Pi{Bj,\ \p, *i.   A,  xi[B y\ ,  Xi\By],A,  JV K) ,

Ao  =   ^ ( - S1,  X( ^ , X/ [B V|, X(|BV],^ , T , M l , ] ,  NK),

i, / l ,  Xl[Bv),  Xi[B r),A,  T,\Ay))-

D la  danego  odkształ cenia i  entropii  pola  wielobiegunowych  prę dkoś ci  mogą   być
wybrane  niezależ nie, zatem z (5.25) i (5.23)  wynika

(5- 26)  ha = 0,  pnBf]  =  0

lub

(5.27)  h2 =  NKqK,  pt\Bf\ =   NKnmBf].

A. E.  G REEN i R. S.  RIVLI N  postulują   nastę pnie obiektywność gę stoś ci energii wewnę trznej,
tzn.  zakładają,  że jest  ona  niezmiennicza nie  tylko  wzglę dem  nałoż onej prę dkoś ci  ruchu
sztywnego,  ale jest niezmiennicza również wzglę dem  nałoż onego  ruchu sztywnego. Moż na
wykazać,  że energia wewnę trzna  U bę dzie wielkoś cią   obiektywną   wtedy i tylko  wtedy,  gdy
bę dzie ją  moż na przedstawić w poniż szej postaci:

(5.28)  U=U(S,EsAB,EiBvUA,EiBr):AK),  y =   1, % • - ,/«•
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Korzystając  z  (5.27)i,  (5.28)  i  (5.24)  oraz  z  twierdzenia  Greena- Stokesa  moż na  zasadę
entropii  (5.11)2 przedstawić  w  nastę pują cej  postaci  róż niczkowej:

(5.29)  ,
\  oa l

UBKI   {BfUAK~

3U  D  \
Ą   >  0.

D la  danego  stanu  odkształ cenia  i  entropii  powyż sza  nierówność  musi  być  spełniona  dla
dowolnych  wartoś ci  S, Ami,  B\Bfi)- .A,  Ą BP):AK,  które mogą   być  wzię te  niezależ nie  od  siebie.
Zatem  mamy

(5.30)  ^ L _ » . O ,  — ^ —  = 0,  y+ l< ^< / * ,

(5.30  » ,

(5- 33)  ,

Równania  (5.32)2  są   odpowiednikiem  równań  ruchu wyż szego  rzę du  Toupina  (4.12)2.
Równania  (5.32)3 odpowiadają   zwią zkom  (4.13)3, natomiast zespół  równań  (5.21)  i  (5.32)
odpowiada  zwią zkom  (4.132).

A.  ERINGEN  i  E.  S.  SUHUBI  [1964  a,  b]  oraz  A.  ERINGEN  [1964] zbudowali  teorię   tzw.

mikromateriału  prostego,  który  jest  kinematycznie  równoważ ny  ciału  z  dwubiegunowymi
przemieszczeniami.  Koncepcja  mikromateriału  była  przedmiotem  krytyki  A.  E.  GREENA
[1965 a].  Autorzy  chcieliby  zwrócić  uwagę   na  to, że  w pracy  A.  E.  GREENA  nie wszystkie
przekształ cenia są   poprawne.  Ogólnie  wydaje  się , że w ramach klasycznej  mechaniki New-
tona nie moż na z zasad  niezmienniczoś ci wydedukować  zasady  zachowania  masy.

Poję cie  sprę ż ystego  kontinuum wielobiegunowego  (oraz  kontinuum z  mikrostrukturą)
zostało  przez  Cz.  WOŹ NIAKA  [1967 a]  rozszerzone  na  zagadnienia  termosprę ż ystoś ci.
Oprócz  wielobiegunowych  pól  przemieszczeń  (wzglę dnie  pól  wektorów  kierunkowych)
wprowadzono  i  zinterpretowano  także  «wielobiegunowe»  (wzglę dnie  «zorientowane»)
pola  temperatury.  Energia  swobodna  <p  zależy  wtedy  od parametrów  mechanicznych xki  A,
xka>xka,A>  temperatury  0  oraz  dodatkowych  parametrów  termicznych  6n.  Wystę pują ce
tu  wskaź niki  gotyckie  moż na traktować  albo jako  martwe  (wtedy  a =  1, I I , ...)>
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przebiegają ce  cią gi  indeksów  materiał owych  (wtedy  ci =   Au  A,An,  A1AnAiU,  ...)•  Tym
samym  wszystkie o t rzym ane zwią zki  w cytowanej  pracy  moż na in terpretować bą dź w  sposób
przedstawiony  w p. 4  (t j. oparty  na podejś ciu  Toup in a),  bą dź w  równoważ ny  sposób  stoso-
wany  w  tym pun kc ie  pracy  (oparty  na  podejś ciu  G reena- R ivlina).  Równan ia  stanu  dla
ten sora  n aprę ż eń  tlk  oraz  tensora  h ipernaprę ż eń tiak  mają  postać:

8(p  <9c:
tik  —  Q- jj.  XI,A>  'IU Ł   =  S~5  XI.A>

(5.34)  KA  °Xk*' A

i  4.7  - „   dtP
<lc\k,l- r.Iak  —  Q- r,  ,

w  której  fak  są  tensorami  (wektorami)  gę stoś ci  hipersił   obję toś ciowych.  Oprócz  gę stoś ci
entropii  1] =   —dcp/ 86,  w  omawianej  teorii  pojawiają  się  również  dodatkowe  wielkoś ci
da  =  —Bcpjd6a  charakteryzują ce  rozkł ad entropii. W  nastę pnej pracy  tego  autora  [I967c]
rozpatrzono  bardziej  jeszcze  ogólny  model  termosprę ż ystego  kontinuum, w  którym  para-
metrami  stanu  są  gradienty  przemieszczenia,  przemieszczenia  wielobiegunowe  i  ich  gra-
dienty,  temperatura  i  gradienty  temperatury  oraz  «wielobiegunowe»  pola  temperatur
i  ich  gradienty.

6.  Oś rodki niegiroskopowe wyż szego rzę du

6.1. Podstawowe okreś lenia i definicje.  Poję cie  materiału nieprostego  wyż szego  rzę du zostało
wprowadzone w p. 2. W niniejszym  punkcie zajmować  się bę dziemy  oś rodkiem nież yrosko-
powym  rt- tego  rzę du.  Rozpatrywany  oś rodek  rozumiany jest  w  sensie  W.  NOLLA  [1958]
(jedynymi  niezależ nymi  zmiennymi  kinematycznymi  są  współ rzę dne  przestrzenne  xi).
Materiał  nieprosty  dowolnego rzę du był  rozpatrywany  w pracach A.  E. GREENA  i R. S. Riv-
LIN A  [1964  a],  [1965]  oraz  A.  E.  GREENA  i  P. M .  NAGHDIEGO  [1965  a].  Liniową  teorię
materiału nieprostego trzeciego rzę du wraz z zastosowaniem  do opisu napięć powierzchnio-
wych  rozpatrzył   R. D .  M IN D LI N  [1965].  Teoria  materiału  nieprostego  drugiego  rzę du
wraz z omówieniem prac dotyczą cych tego zagadnienia została rozpatrzona w p. 2. Niniejszy
punkt  (z wyją tkiem  p. 6.7) zostanie opai"ty czę ś ciowo na pracy A. E. GREENA  i R.  S.  RIVLIN A
[1964 a], rozważ ania ograniczymy jednak  tylko  do pól mechanicznych(7).

6.2.  Zasada  zachowania  energii  (opis  przestrzenny).  Podstawę  rozważ ań  A.  E.  GREENA
i  R. S.  RIVLIN A  [1964 a] stanowią:  zasada  zachowania  energii  i zasada  entropii.  Ograni-
czymy  się  tylko  do pierwszej  z nich. Oś rodkiem cią gł ym  (v+ l)- go rzę du nazywać  bę dziemy
oś rodek,  dla  którego  zasada  ta  ma postać:

(6.1)  J  Q(viit+U)do =  [  Q[£Fwvt,\ if\ }dv+  j  (—  JT"tiWviA,f])da,
X,{P)  x't{P)  PmO  XtidP)  11 = 0

wktórej  wjest  polem prę dkoś ci, Q jest gę stoś cią, U gę stoś cią energii wewnę trznej, natomiast
F\ i fi\ t  oraz fy,]/  są zdefiniowanymi  w p. 5 2/ i- biegunowymi  sprowadzonymi  sił ami  masowymi
i  powierzchniowymi  pierwszego  rodzaju.  Wielobiegunowe  siły  powierzchniowe  dział ają ce

C) W cytowanej  pracy postulowano klasyczną  postać zasady  entropii  [przy rozszerzonej  postaci zasady
zachowania  energii,  por.  (6.1)], co prowadzi  do wniosków  sprzecznych  z  elementarnymi  rozważ aniami
geometrycznymi  i fizykalnymi,  por. Cz. WOŹ NIAK  [1967 b].

7  Mechanika  teoretyczna
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na  pł aszczyznach parametrycznych,  zwane  wg terminologii  G reena i  Rivlina  2/ i- bieguno-
wymi  naprę ż eniami  pierwszego  rodzaju,  są  oznaczone  symbolem  Gj[t f}t.  Tensory F\ is\ ts

t[i f\ i oraz  wielobiegunowe  naprę ż enia ctj[t f\ t  są z  zał oż enia  wielkoś ciami  symetrycznymi
wzglę dem  indeksów  {/>}. W pracy  A. E.  GREENA  i R. S.  RIVLIN A  [1964 a]  zamiast  F[ils]i

wprowadzono  do zasady  (6.1) wielkoś ci F\ if]i.

Rozwijając  zasadę  zachowania  energii  dla infinitezymalnego  czworoś cianu  ograniczo-
nego  pł aszczyznami parametrycznymi x; =  const oraz pł aszczyzną z wektorem  jednostko-
wym nk zewnę trznie normalnym do niej  otrzymujemy:

V

(6.2)  2J  (tiif}i—nj(fj\ W)vilW  = 0.
0- 0

Nastę pnie korzystając  z (6.2) oraz z twierdzenia  Greena- Stokesa moż na zasadę zachowania
energii przedstawić w postaci  róż niczkowej

(6.3)  (<fji   J j  * y ^ /

0- 0
6.3. Warunki niczmienniczoś ci.  Rozumując  podobnie  jak  w  p.  5  moż na  z  równań  (6.2)

i  (6.3) wydedukować  nastę pują ce  warunki z niezmienniczoś ci  tensorów F\ if]i- ,t[ii,\ i,   Uoiaz

naprę ż eń  wielobiegunowych  Oj\ \ f\ i  wzglę dem  nał oż onej prę dkoś ci  ruchu  ciała  sztywnego

(6.4)  tt =  njctji,  tw  =   njajm,

(6- 5)  <Jji,j+QFt  =  Q,  ctjmj+am+QĄ m  =   Q'

Równania  (6.4) są  warunkami  brzegowymi  Cosseratów,  natomiast  równania  (6.5) są
równaniami ruchu oś rodka  Cosseratów. Z równań (6.4) wynika, że wielkoś ci ayx  oraz ff; [(£i]

są  odpowiednio  tensorami o Walencji  dwa i trzy.
6.4. Zasada zachowania energii (opis materialny). W  opisie  materialnym  równania  (6.1)—(6.3)

przyjmują  postać

(6.6)  J  J ( l l )
P  p  / ?=o  dp

V

( 6- 7)  ĵ   (P\Ap\ i- NB7lB{Alńi)Vi{All]   =  0,

(6.8)  (nBi,B+QoFt—eovi)vi—QOU+
v

2  ( ] ) V i A A v i l i  =  0,

0-1
gdzie  F\Ali]i,P,AP\ i,  tt£\Ap)i są  odpowiednio  2p- biegunowymi  sił ami  masowymi,  sił ami po-
wierzchniowymi  i naprę ż eniami. Z równań  (6.6) oraz  (5.11)! wynika, że oś rodek  niegiro-
skopowy  jest  kinematycznie  równoważ ny  oś rodkowi  z  wielobiegunowymi  przemieszcze-
niami  dopuszczają cymi  w charakterze potencjału pola  współ rzę dnych  przestrzennych  xt.

6.5. Materiał  sprę ż ysty. Rozpatrywany w tym punkcie  materiał  A. E. GREENi R. S.  RIVLI N
nazywają  sprę ż ystym, gdy

U  =   U(Xt,  lA)t]),  plAB'i  =  pUll)t(Xt,  [AJ,  NK),

(xi,  IAJ) ,  fJ, =   1, 2, ..., y,  y  >  v+1,
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Ponieważ  dla danych  gradientów  odkształ cenia  xiMi±]   moż na  niezależ nie  dobrać  pola
prę dkoś ci vt  oraz pola gradientów prę dkoś ci viAAit],  zatem z (6.7) i  (6.9) wynika

(6.10)  PA{„)i  =   N B n B { A l l ] i .

Korzystając  z  (6.10)  i  (6.8)  oraz z twierdzenia  Greena- Stokesa moż na zasadę   (6.6) przed-
stawić  w postaci:

V

(6.11)  (?tBi>B  +  Q0Fi)Vi+   y  \7tB\Ai,)l,B +  n{{All))i +  QoF[Alt] i  — Qo-   *>/ ,M /!]  +
jsTi  ^  oxK\ An\ l

au  \   v  su

Q  )^2  °
Powyż sza  równość zachodzi dla dowolnych vh  vtAAp]  przy  danych  XĄ Aji],  Wynika  stą d, że

n TJ

(6.12)  ^u/ iii.B+^cM/ iDi+eo- FM/,!/—eo-o  — o»  i  <

=  0

oraz

(6.13)  -j  = 0,  v+ 2< / 9< y.

6.6. Warunki obiektywnoś ci gę stoś ci energii wewnę trznej. A. E.  GREEN i  R. S.  RlVLIN  [1964 a]
zakładają,  że  gę stość  energii  wewnę trznej  U  jest  wielkoś cią   obiektywną,  tzn. że  dla
dowolnego  tensora ortogonalnego Qti  zachodzi równanie

(6.14)  U{xiM^  =   U(QuxJMl!]),  § .  1, 2, ..., H - l.

W  sposób  podobny jak w p. 5 moż na wykazać,  że (6.14)  zachodzi wtedy  i  tylko  wtedy,
gdy  U da się  przedstawić w nastę pują cej  postaci:

(6.15)

gdzie

(6.16)

N astę pnie  moż na  wykazać,  że warunkami  koniecznymi  i  dostatecznymi  obiektywnoś ci

gę stoś ci  energii wewnę trznej  są  równania

(6.17)  2

Równania powyż sze są  inaczej  zapisanymi  równaniami ruchu ciała  Cosseratow.



244  W.  BARAŃ SKI, K.  WILMAŃ SKI,  C Z. WOŹ NIAK

6.7. Materiały sprę ż yste termicznie nieproste. Poję cie  materiału nieprostego  nie  tylko  mecha-
nicznie  lecz  również  termicznie  zostało  wprowadzone  w  p.  3.1.  Parametrami  stanu  są
w takim materiale nie tylko pierwszy  oraz wyż sze gradienty odkształ cenia i  temperatu ra 6,

lecz  również  gradienty  temperatury.  Podstawowy  ukł ad  równań  materiału  rzę du  n+1,

wyprowadzony  i omówiony w pracy Cz.  WOŹ NIAKA  [1967  b], 'skł ada  się   z  równań  ruchu

tik,i+fk  =  0,
(6.1 o)  ,  v  .  .  r  __  r\

równań  stanu

( 1(
CAS  3CMa

- ^= ,  xk,A>

w  których  CAB  =  xkiAxkiB>  CAB*  =  xkiAxk\ Ba,  oraz z równania  przewodnictwa cieplnego

(6.20)  h

\8CABadd  SCABa8Oih

w  którym  ht  =   ht(Qj,  Q,a) jest  wektorem przepływu  ciepła. Wskaź niki  gotyckie  w  powyż-
szych wzorach przebiegają   cią g  indeksów  materiałowych (a =   Ax,  AIA11,  ...,  A1AIl...  An),
przy  czym tUak  =  0,fAak  =  0 dla  a =   A1All...  A„.   Wielkoś ci fk,fAak  są   sił ami obję toś cio-
wymi,  a  wielkoś ci  c, cn  charakteryzują   pojemność  cieplną   ciał a.  Bardziej  ogólny  model
materiału  nieprostego  mechanicznie  i  termicznie  (z  wewnę trznymi  stopniami  swobody
i  wielobiegunowymi  polami  temperatury) rozpatrzono  w  uprzednio już  cytowanej  pracy
tegoż autora  [1967, c].

7. Mikrostruktura konstrukcyjna  i  oś rodek włóknisty

7.1.  Poję cia wstę pne. W punkcie tym przedstawimy  model cią gły  ciał, w strukturze których
moż na  wyróż nić  pewien  «powtarzają cy  się»  element  składowy.  Element  ten  nazywamy
dalej  czą stką   ciała.  Zakł adamy, ż e:  1) wszystkie wymiary  każ dej  czą stki  danego  ciała  są
bardzo  niewielkie  wobec  wymiarów  całego  ciał a;  2)  wszystkie  parametry  geometryczne
(kształ t, wielkoś ć,  konfiguracja),  statyczne  (sposób  obcią ż enia)  oraz  fizykalne  (materiał)
każ dych  dwóch  są siadują cych  z  sobą   czą stek  niewiele  róż nią   się   od  siebie;  3)  modelem
czą stki jest  klasyczny  oś rodek  cią gły  (z  symetrycznym  tensorem naprę ż enia). Ciało  utwo-
rzone z czą stek  i  spełniają ce powyż sze trzy  założ enia nazywamy  ciałem o mikrostrukturze
konstrukcyjnej,  w  odróż nieniu od  tzw.  mikrostruktury  materiał owej  oraz formalnie  wpro-
wadzonej  mikrostruktury  omówionej  w punkcie czwartym.  Przykł adem ciał  o  mikrostruk-
turze  konstrukcyjnej  są   np. gę ste  i  regularne  siatki  prę towe,  materiały zbrojone  gę stymi
siatkami, dź wigary powierzchniowe  o gę stej  i  regularnej  perforacji  itp.

Teoretycznie, ciała  o mikrostrukturze konstrukcyjnej  moż na opisać za pomocą   równań
klasycznego  oś rodka  cią głego.  Praktycznie  jednak  opis  taki  jest  niecelowy  z  uwagi  na
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wystę powania  w  obszarze  zaję tym  przez ciało bardzo duż ej  liczby powierzchni niecią głoś ci
(wywołanych  np.  skokowymi  zmianami  własnoś ci  fizykalnych  w  przypadku  materiałów
zbrojonych  siatkami)  lub  duż ej  liczby  otworów  (np. w  dź wigarach  perforowanych)  itp.
W zwią zku  z tym nasuwa  się  koncepcja  fenomenologicznego  opisu  ciała o mikrostrukturze
konstrukcyjnej  za  pomocą   hieklasycznego  lecz  cią głego  i  jednospójnego  modelu  konty-
nualnego.  Model taki  nazwijmy  oś rodkiem  cią głym  o mikrostrukturze  konstrukcyjnej.

Jest  rzeczą   oczywistą,  że  dane  ciało  o  konstrukcyjnej  mikrostrukturze  moż na  opisać
za pomocą   róż nych modeli  (róż nych typów  oś rodka  cią głego  o mikrostrukturze konstruk-
cyjnej)  w  zależ noś ci  np.  od  stopnia  dokł adnoś ci  takiego  opisu.  Korzystając  z  prac
Cz.  WOŹ NIAKA  [1966  c- f]  poniż ej  wyprowadzimy  najpierw  ogólne  równanie  oś rodka
cią głego  o  mikrostrukturze  konstrukcyjnej  (p. 7.3  i  7.4), a  nastę pnie omówimy  tzw.  ciała
o  strukturze  siatkowej,  bę dą ce  waż nym  przypadkiem  szczególnym  ciał   o  mikrostrukturze
konstrukcyjnej  (p. 7.5).  Ogólne  równania  oś rodka  cią głego  o  mikrostrukturze  konstruk-
cyjnej  stanowią   punkt wyjś cia do otrzymania równań tzw. teorii «pierwszego  przybliż enia*,
mają cej  duże znaczenia praktyczne  (p. 7.6). N a zakoń czenie punktu  (p. 7.7) zwię ź le przed-
stawimy  uzyskane  w  tym  zakresie  rozwią zania,  moż liwoś ci  uproszczenia  równań  teorii
«pierwszego  przybliż enia*  (efekty  brzegowe,  teoria  «bezmomentowa»,  teoria  «skrę powa-
nych  obrotów») jak  również  niektóre perspektywy  dalszego  rozwoju  teorii.

7.2. Kinematyka i geometria ciała o mikrostrukturze konstrukcyjnej.  N iech  M  bę dzie  obszarem
trójwymiarowej  przestrzeni  Euklidesa  zaję tym  przez  ciało  w  chwili  r  =   TO( 8)^  Parametry-
zujemy  obszar  M  kartezjań skim  ortogonalnym  ukł adem  współ rzę dnych.  Oznaczmy  przez
Ya  współ rzę dne  dowolnego  punktu  ciała  oraz  przez  F "K ) współ rzę dne  ś rodka  masy  jego
K- tej czą stki  (K — 1,2, ..., N, gdzie N jest liczbą   czą stek  ciał a). Parametryzujemy  niezależ-
nie  obszar  K- te]  czą stki  ciała  (K=   1, 2,  ...,N)  współ rzę dnymi  kartezjań skimi  Y*K) =
m  Y*— Yfa;  punkt y"K )  =  0 jest wtedy ś rodkiem masy K- tej czą stki. Powyż ej  wprowadzone
współ rzę dne bę dziemy  traktować jako  współ rzę dne materialne ciała, a obszar M  nazwiemy
konfiguracją   odniesienia tego  ciał a.

N iech yl  bę dą   (w przyję tym  powyż ej  ukł adzie współ rzę dnych) współ rzę dnymi  miejsca,
które  w  chwili  r  zajmuje  punkt materialny  Y".  N iech  nastę pnie y[K)  oznacza  współ rzę dne
miejsca  zajmowanego  w chwili  r  przez ś rodek  7fK)  masy  iT- tej  czą stki  ciała  (ST =  1,2,  ...,
...,N).  Utwórzmy  w  obszarze  b(K),  zaję tym  w  chwili  r  przez  K- tą . czą stkę   ciała, róż nicę
y[K)  =   yi—y[K).  Równania  ruchu  K- tej  czą stki  ciała  moż emy  wtedy  napisać  w  poniż szej
postaci

,   T) .

Przyjmując  w  (7.1)  kolejno  K=   1, 2,  ...,N,  otrzymamy  równania  ruchu  rozpatrywanego
ciał a.

Przeprowadzimy przez punkt yffl  płaszczyznę  TI O wektorze jednostkowym n normalnym
do  niej.  Podzielmy  zbiór  czą stek  otaczają cych  K- tą . czą stkę   ciała  na  dwa  podzbiory  Z"(+ ),
i^ - '  zaliczając  do E  ̂ te czą stki, których  ś rodki  leżą   w chwili  t  na płaszczyź nie  TI lub  po
jej  ujemnie  zorientowanej  stronie.

(s) W  dalszym  cią gu  punktu okreś lenia  «cialo  o  mikrostrukturze konstrukcyjnej*  zastą pimy  kolejno
okreś leniami «ciało» oraz «kontinuum» lub «model ciała*.
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Oznaczmy  przez  n  wektor  jednostkowy,  zewnę trznie  normalny  do powierzchni  S(K)

otaczają cej  obszar  b(K)  zaję ty  w chwili  r  przez K- tą  czą stkę  ciał a.  Zał óż my, że dla każ dej

czą stki  ciała dana jest  funkcja

(7.2)  APm=APiK)(n,n),

przy czym APiK)  jest elementem pł aszczyzny n, przez który należy podzielić siłę kontaktową
dział ają cą  na element powierzchni  s{K)  o normalnej  n, aby otrzymać  odpowiadają cą  jej
elementarną  ś rednią  siłę kontaktową  pomię dzy  podzbiorami 27(-> i SM,  przypadają cą  na
jednostkę  pł aszczyzny  n.  Inaczej  mówią c,  funkcja  (7.2) charakteryzuje  intensywność
(uś rednioną w otoczeniu każ dej  czą stki), z jaką  oddział ywanie przez  element powierzchni
j( K)  o normalnej n zostaje  przekazane  przez pł aszczyznę n o normalnej n. Funkcja  (7.2)
okreś la  tym  samym  sposób  powią zania  są siadują cych  ze sobą  czą stek,  a jej postać moż na
okreś lić w sposób  ś cisły dla  tzw.  ciał  o strukturze siatkowej  (por. p. 7.5).

7.3. Model sześ ciowymiaiwy  i model trójwymiarowy  ciał a.  Oznaczmy  przez  b = b(xi)  obszar
w  trójwymiarowej  przestrzeni Euklidesa,  zależ ny w sposób  cią gły od zmiennych x\  który
dla  x' = y[K)  pokrywa  się z  obszarem  b{K)  (K=   1, 2, ...,N,  por. p.  7.2). Powierzchnię
otaczają cą  obszar  b(x') oznaczmy  przez  s =  s(xl).  Zastą pmy  nastę pnie  6N  zwią zków
(7.1) sześ cioma  poniż szymi równaniami:

(7.3)  xl  =  xl(Xa,  T ) ,  xi =  xl(X",X\  T ),

w  których  funkcje  xi(X*,r),   xi(Xa,X\x)  dla X" =  F fo,  I ' s  Yfa  przyjmują  kolejno
wartoś ci  y\K), y[K),  K= l,2,  ...,N.  Zakł adamy, że funkcje  (7.3)i  są  cią głe  i  róż niczko-
walne potrzebną  liczbę  razy w obszarze M  oraz że detdxi/ dXx  i=  0. Podobnie zakł adamyj

że funkcje  (7.3)2 są cią głe i róż niczkowalne w obszarze  b(x')  oraz detd&ldjt"  # 0.

Równania  (7.3)  moż na  interpretować jako  równania  ruchu pewnego  sześ ciowymiaro-
wego  cią gł ego  i  jednospójnego  modelu  ciała  z  mikrostrukturą  konstrukcyjną  (zmienne
X", X",  podobnie jak  i zmienne x\ x\  stanowią  bowiem w (7.3) sześć  zmiennych  niezależ-
nych).  Stosowanie  takiego  modelu  (moż na go nazwać  modelem dokł adnym) jest  moż liwe,
lecz  praktycznie  niecelowe  z  uwagi  na konieczność  ukł adania  warunków  brzegowych
w  przestrzeni  afinicznej  sześ ciowymiarowej  (tj. na powierzchni  granicznej  ciała  i na  po-
wierzchni granicznej  typowej  czą stki  ciała niezależ nie).

Zał óż my  teraz, że funkcja  (7.3)2 może  być  rozł oż ona w szereg  podł ug ukł adu znanych
funkcji  £«(£*), a = T, I I , . . . :

(7.4)  x' =  x\^,  x(

a =  x!

a( r< , T ).

Korzystając  z równań  (7.3)i i  (7.4) oraz rugując  współ rzę dne x' i X" za pomocą  uś rednień
po  obszarze  b(x')  lub s(xl) otrzymamy  ogólny  trójwymiarowy  model cią gły  ciała z mikro-
strukturą  konstrukcyjną.  Pozostawiają c  w szeregu  (7.4) wię kszą  lub  mniejszą  liczbę wyra-
zów  uzyskujemy  nastę pnie  bardziej  lub mniej  dokł adne  trójwymiarowe  modele  cią głe
ciała Q>).  Tylko  do rozpatrywania  takich  modeli  ograniczamy  się w  dalszym  cią gu  tego
punktu.

(9) Sposób  przejś cia  od «dokiadnego»  sześ ciowymiarowego  modelu  cią gł ego  ciała z mikrostrukturą
do modeli  trójwymiarowych  jest  analogiczny jak sposób przejś cia od równań pł yty lub powł oki  rozpatry-
wanych jako  ciała  trójwymiarowe do równań  dwuwymiarowych  (por. p.  7.4).
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7.4. Podstawowe równania. Punktem wyjś cia  rozważ ań  bę dzie  zasada  zachowania  energii.
Postulujemy  ją  dla  dowolnego  obszaru  V  ograniczonego  powierzchnią  P  w  postaci  (dla
uproszczenia  pomijamy  wyrazy niemechaniczne)

(7.5)  /   (k+K)QdV =  /  wMdP+  J w9dV,

w  której  e, K, Q,  W są kolejno ś rednimi gę stoś ciami energii wewnę trznej,  energii  kinetycznej,
masy  i prę dkoś ci pracy  sił  masowych  w obszarze  b(xi)\

(7.6) •  - j- i-  J (*

i
e  i

natomiast  n>(„)  jest  ś rednią  gę stoś ci  prę dkoś ci  pracy  sił  kontaktowych  na  powierzchni  P:

( n ) = J  ZlP(

Wystę pują ce  w  (7.6)  funkcje  s, g, / 1  (zależ ne  od  xl  oraz  x')  oznaczają  kolejno  gę stość
energii wewnę trznej, gę stość  masy]oraz  sił  masowych  w  sześ ciowymiarowym  modelu  cią g-
ł ym ciał a. D la x'  =   y[K)  oraz x'  =  y[K)  funkcje  te opisują  kolejno gę stość energii wewnę trznej,
gę stość  masy  i  gę stość  sił  masowych  w  K- tt]  czą stce  ciał a.  Analogicznie  w  (7.7)  wielkość
p\ f)  jest  gę stoś cią  siły  kontaktowej  na  powierzchni  s(xl).  D la  xł  =  y\K)  gę stość  p{y,)  jest
identyczna  z gę stoś cią  siły kontaktowej  na powierzchni  J( K )  otaczają cej  K- tą ,  czą stkę  ciał a.
Funkcja AP(n,h)  dla s  =   J(K> jest  identyczna z funkcją  (7.2).

Podstawmy  do  (7.6) i  (7.7) prawe  strony wzoru  (7.4). Po wprowadzeniu oznaczeń

1  ^

e«  = _  J  ca
b

(7.8)  / ' - ^

.i  _  f  P\n)ds  «/   _  f  £ap{n)ds
Pw  =  J  ZP(«7«T '  A n )  =  J  ^p(»,«) '

zasada  zachowania  energii  mechanicznej  (7.5) przyjmuje  ostatecznie postać

(7.9)

-   /  (*Ł Pw+ ^a^) +̂  J (i^+ Aii/ ^
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Wielkoś ci/ ', / «'  nazywamy  gę stoś ciami  sił  i  hipersił   masowych,  a wielkoś ci  p[n),ptf0—
gę stoś ciami  sił  hipersił   kontaktowych.  Z  warunków  niezmienniczoś ci  gę stoś ci  energii,
masy  oraz obcią ż eń i sił  kontaktowych wynikają z (7.9) poniż sze równania ruchu:

«- ®k

(lx>lQrt  = o,

w  których pik  oraz p!ak  są  gę stoś ciami  sił  oraz  hipersił   kontaktowych  na pł aszczyź nie
x'  =  const. Wielkoś ci pik  nazwiemy  skł adowymi  tensora  naprę ż enia, natomiast  wielkoś ci
piak  — hipernaprę ż eniami. D la mikrostruktury  sprę ż ystej  zachodzą ponadto zwią zki

.,  de  . ,  ds
p  e ^ T  "'   p  QdXk

(7.11)

Równania  (7.10)  moż na  również, otrzymać  postulując  zasady  zachowania  pę du  i  krę tu
w  podobny  sposób, jak zasadę  zachowania  energii  (7.5).  Uogólnienie  równań  (7.11) na
przypadek  termosprę ż ystoś ci  omówiono w pracach Cz.  WOŹ NIAKA  [1967 a, b, e].

7.5. Ciała o strukturze siatkowej. Oś rodek wł óknisty. Zadajmy  W obszarze  zaję tym  W chwili T
przez ciało z mikrostrukturą  konstrukcyjną  trzy  rodziny powierzchni  takie, że przez  każ dy
punkt xl  tego  obszaru  przechodzi jedna  i tylko  jedna  powierzchnia  każ dej  z rodzin. Pary
przecinają cych  się rodzin  powierzchni  tworzą  trzy  kongruencje  krzywych  (S),  (3) =  (1),
(2),  (3). Wektory  jednostkowe,  styczne  do poszczególnych  rodzin  kongruencji  krzywych
(£)  oznaczymy  dalej  przez  tk

3).  Powyż sze  trzy  pola  wektorowe  tk

3)  opisują  siatkę  cią głą
w obszarze zaję tym  przez  ciał o(10).

Zał óż my  teraz, że ś rodki wszystkich  sześ ciu  czą stek  ciał a, przylegają cych  do dowolnej
JC- tej czą stki  ciał a, leżą  wył ą cznie na krzywych S, przechodzą cych przez  ś rodek  czą stki K.
Zdefiniowana  powyż ej  siatka  cią gła  charakteryzuje  tym samym  sposób  rozmieszczenia
czą stek w ciele o konstrukcyjnej  mikrostrukturze.  Oznaczmy  dalej  przez AP{3)  pole prze-
kroju  normalnego do wektora  tk

3)  przypadają cego  na jedną  czą stkę  ciał a.  Pola  skalarowe
/ I P ( S) charakteryzują  gę stość rozmieszczenia czą stek  ciała (lub ich wielkoś ć ).  Ciało o mikro-
strukturze  konstrukcyjnej,  w którym  rozmieszczenie  czą stek jest  okreś lone wektorami  t\S)

oraz  skalarami AP(S)  nazwiemy  ciał em o strukturze  siatkowej,  a jego  model  cią gły  (trój-
wymiarowy) — oś rodkiem wł óknistym.

Dla  ciała o strukturze siatkowej  (przy zał oż eniu siatki  sześ cioś ciennej)  moż emy  przyją ć,
że  są siadują ce  czą stki  oddział ują na siebie sił ami kontaktowymi p[s),  rozł oż onymi na  po-
wierzchniach ^P(S)  zorientowanych dodatnim zwrotem wektora  t{3)  lub  na czę ś ciach  tych
powierzchni. D la n =  ?(S),  (S) =   (1), (2), (3), zachodzi wtedy  (por. Cz.  WOŹ N IAK  [1967 f])

A P
(7- 12)  */

(10)  Ograniczymy  się  tu do omówienia  tylko  tzw. siatki sześ cioś ciennej  zakł adają c,  że z daną czą stką
ciała są siaduje bezpoś rednio  tylko sześć innych czą stek.
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Tym  samym  dla ciał   o  strukturze  siatkowej  funkcja  (7.2)  jest  jednoznacznie  okreś lona
sposobem  i gę stoś cią  rozmieszczenia  czą stek  ciał a.  D la  oś rodka  wł óknistego jako  modelu
cią gł ego  takich ciał  wzory  (7.8)5,6 mają  postać

(7.13)  P(n)—P  nk,  P(n) — P  «S>

gdzie

„ki   __  V  nki

P  —  Z- 1 P<- 31'
(7.14)

nki  yft  „ i  „kai   tk  „ni
P(3)  —  I(S)P(.S)'  P(B)  —  l(S)P{B)

oraz

Wielkoś ci  ^(

fc|) oraz p\s\  moż na nazwać  kolejno  tensorem naprę ż eń  oraz  tensorami  hiper-
naprę ż eń we wł óknach (S). Suma  (7.14)1>2 tych  tensorów  daje  kolejno  tensor naprę ż enia
pki  oraz  tensory  hipernaprę ż enia pkai  w oś rodku  wł óknistym. Zaznaczmy, że dla oś rodka
wł óknistego  wszystkie wzory  wyprowadzone  w p. 7.4 pozostają  nadal aktualne, a jedynie
dochodzą  zwią zki  (7.12)—(7.15).

7.6. Teoria pierwszego  przybliż enia.  W  wyprowadzonych  wyż ej  równaniach  omawianego
tu  kontinuum wskaź niki  gotyckie  et, b przebiegają  ciąg  nieskoń czony  I , I I ,  I I I . . . .  Pozosta-
wiając  w  szeregach  (7.4)  tylko  skoń czoną  liczbę  Z  wyrazów  (wtedy  a, b = I , I I ,  ..., Z)
oraz definiując  w każ dym  punkcie  kontinuum Z  wektorów  da s  xl

agi  (gt są  wektorami
bazy  ukł adu {x'})  otrzymamy model ciała Toupina z wektorami kierunkowymi  (por. p. 4).
Jeż eli natomiast jako  ciąg  funkcji  |n , a = I , I I ,  ..., Z, przyjmujemy  w (7.4) ciąg  iloczynów
i ' , 1 " 1 ! ' 1 , X^Xa^Xa^,...,  to funkcje  xl„  bę dą dwupunktowymi polami tensorowymi xl

ai  Xl...  „,.,
a  rozpatrywane w tym punkcie kontinuum sprowadzi się do kontinuum z  wielobiegunowymi
przemieszczeniami  Greena- Rivlina (por. p. 5). Tym. samym  zarówno model ciała Toupina
jak  i model ciała Greena- Rivlina są uproszczonymi modelami (pomijamy bowiem  wielkość
0(£n), n >  Z) kontinuum omówionego w p. 7.4. Poniż ej przedstawiamy  pewien  szczególnie
prosty  model ciała opisywany  tzw.  teorią «pierwszego przybliż enia)).

Teorią pierwszego  przybliż enia  nazwiemy przypadek, w którym współ rzę dne Xa w rów-
naniu  (7.4) traktujemy jako  małe parametry (wymiary czą stki są bowiem z zał oż enia bardzo
niewielkie  w  porównaniu  z  wymiarami  ciał a).  Tym samym  równanie  (7.4) napiszemy
w postaci:

(7.16)  £» _  4 i £

przy  czym  wielkoś ci  0[(X")2]  bę dziemy  dalej  pomijać.  Macierz xi  wystę pują ca  w  (7.16)
jest  nieosobliwa  i  zgodnie  z  twierdzeniem  o  rozkł adzie  biegunowym  może  być przed-
stawiona w postaci

z  której  riJ jest macierzą  ortogonalną  oraz vaP  macierzą  symetryczną,  dodatnio  okreś loną.
Skł adowe r'J  opisują  obrót  czą stki  (zależą  one od trzech parametrów, np. ką tów  Eulera),
natomiast skł adowe ua/S opisują  czyste odkształ cenie czą stki. Jeż eli powierzchnie materialne,
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otaczają ce  są siadują ce  z  sobą  czą stki,  pozostają  w  trakcie  odkształ cenia  stale  powią zane

z  sobą  (tj.  nie  dopuszczamy  powstania  w  ciele  pustek  lub  ekstra  materii),  to  w  ramach

teorii pierwszego  przybliż enia  gł ówne odkształ cenia czą stek  mogą  zależ eć  tylko  od  zmian

odległ oś ci  ich  ś rodków.  Zachodzi to,  gdy  tensor  vap  jest  tzw.  prawym  tensorem  roz-

cią gnię cia :

•  >•   '  )  "cep  —'  uo.  °nP  —  -^  , a**'  t P  U  '

Wzory  (7.16) i (7.17) redukują  liczbę lokalnych stopni swobody  omawianego w tym punkcie
kontinuum do sześ ciu  (trzech przesunięć i trzech obrotów).

Korzystając  z pracy  Cz.  WOŹ NIAKA  [1967  a] równania  teorii  pierwszego  przybliż enia
dla  kontinuum o  sześ ciu  lokalnych  stopniach  swobody  [zgodnie  z  (7.16)  i  (7.17)]  przed-
stawimy  poniż ej w postaci zlinearyzowanej.  Przyjmijmy  w tym celu

gdzie vk jest wektorem mał ego obrotu oraz w' wektorem przemieszczenia. Po  wprowadzeniu

poniż szych  tensorów odkształ cenia:

(7.18)  yij  =   wu+siJkv
k,  KIJ =  vJtl

i  po  odpowiednich uproszczeniach  otrzymamy  z  (7.11)l i 2  nastę pują ce  równania  fizyczne:

„kl   Aklmn..
p  —A-  ymn,

ns(rn)  T?klsrn..  i  rpklmsrn.,

w których  antysymetryczna  czę ść tensora psrn  hipernaprę ż eń

mkl  _  _  knl[rpj

jest  tzw.  tensorem  naprę ż eń  momentowych.  Tensory  A,  C, E, F  są  tensorami  sztywnoś ci

sprę ż ystej.  D la oś rodka  wł óknistego  (por. p.  7.5)  skł adowe  stanu  naprę ż enia  wystę pują ce

w (7.19) wyraż ają  się ponadto wzorami:

— f
(7- 20)  ( " ' ^

nklm  =  >  nklm  nklm  =  / fc~

(S)  (S)  AP(B)

Zlinearyzowane  równania  ruchu  (7.10)  w  teorii  pierwszego  przybliż enia  mają  postać

podobną jak  dla oś rodka  Cosseratów:

(7- 21)  ^  '

przy  czym h1  są  gę stoś ciami  obcią ż eń  momentowych. Zauważ my,  że w  równaniach  ruchu

(7.21)  nie wystę puje  symetryczna  czę ść  tensora hipernaprę ż enia. Jeż eli  pominiemy  wpł yw

gradientu  y(mn),r  na  naprę ż enia  momentowe  mkl  (tj.  Ekl^"r<~   0),  to  moż emy  ograniczyć

się do rozpatrywania  tylko  równań fizycznych  o postaci

("I   yy\  „kl   Aklmn  .  mk\   f<klmnv

yi  • • £• £)  p  —A  ymm  ł n  —  1/   Km„.

„kl   ,  \   „kl   „kl   tk

P  — JPm  P  HS
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Równania  geometryczne  (7.18),  równania  ruchu  (7.21)  oraz  równanie  fizyczne  (7.22)
stanowią   wtedy podstawowy  ukł ad równań, zlinearyzowanej  teorii pierwszego  przybliż enia.
Ukł ad  ten wraz z naprę ż eniowymi warunkami  brzegowymi

pli)= plknl,

oraz  zachodzą cymi  dla oś rodka  wł óknistego  zwią zkami

1 rJ  pf
P

j  J
(JO  (S)  AP(3)

był   podstawą   obliczeń róż nych typów  ciał  o strukturze siatkowej,  mają cych  duże znaczenie
praktyczne.  Dotyczy  to zwłaszcza  dź wigarów  powierzchniowych  o strukturze  siatkowej;
przeglą du prac z tego  zakresu  dokonamy poniż ej.

7.7. Dź wigary powierzchniowe o strukturze siatkowej.  Spoś ród  ciał   o  konstrukcyjnej  mikro-
strukturze główną  uwagę  poś wię cono dotychczas dź wigarom powierzchniowym. W pracach
Cz.  WOŹ NIAKA  [1966  a, b], omawiają cych  kolejno  tarcze  i  płyty o strukturze  siatkowej,
podano  wyraż enia  dla tensorów  sztywnoś ci  sprę ż ystej  w zależ noś ci  od budowy  czą stki
oraz  od  struktury  siatkowej  dź wigara.  Rozpatrywano  tu powierzchniowe  dź wigary  perfo-
rowane, dź wigary  utworzone z siatki  prę tów  przenoszą cych  siły  dowolnego  rodzaju  oraz
dź wigary  zbrojone  siatkami.  Równania  (7.22) dla zakrzywionego  dź wigara powierzchnio-
wego mają   poniż szą   postać  (wskaź niki  greckie przebiegają   cią g  1, 2)

r  P  ~ A  Ypt,  lP  —A  Tiii,

przy  czym  /, a są  mał ymi parametrami o wymiarze  długoś ci. Przyjmując  /  -> 0 oraz a -> 0
otrzymamy  teorię,  której  równania  wykazują   formalną   analogię   do równań  anizotropo-
wych  i niejednorodnych  powł ok  cienkich.  Przypadek  ten jest  uogólnieniem  znanego już
przedtem  poję cia  anizotropii konstrukcyjnej.  Wystę powanie  w równaniach  (7.23) małych
parametrów  wskazuje  na  moż liwość  asymptotycznego  podejś cia  do  zagadnienia. Dla
siatkowych  tarcz i pł yt postać pierwszego  i drugiego  procesu iteracyjnego  została okreś lona
przez  K.  WILMAŃ SKIEGO  [1967, a]. Przybliż ony  sposób  podejś cia,  zwią zany  z  wykorzysta-
niem  efektu  brzegowego,  podano  w pracach  Cz. WOŹ NIAKA  [196 g],  S.  KONIECZNEGO
i Cz. WOŹ NIAKA  [1967]oraz uogólniono na przypadek  naprę ż eń cieplnych w pracy  PIETRASA
i  WYRWIŃ SKIEGO  [1967].  Sposób  ten polega  na  zastosowaniu  tzw.  teorii  bezmomentowej
(gdy  a -> 0,  skąd  wynika  mai  - * 0)  wzglę dnie  tzw.  teorii  skrę powanych  obrotów (gdy
/- >  0, skąd wynika y  ̂ ~* 0) oraz uwzglę dnieniu pomijanych w obu tych teoriach warunków
brzegowych  (dla m '3 i y^) przez wykorzystanie  równań efektu  brzegowego.

Cały  szereg  rozwią zań  został   uzyskany  dla zagadnień  osiowo- symetrycznych  tarcz
i  pł yt o strukturze  siatkowej  przez  S.  KONIECZNEGO  [1967], K. WILMAŃ SKIEGO  [1967, b],
Cz.  WOŹ NIAKA  i  S.  ZIELIŃ SKIEGO  [1967].  Zagadnienia  statecznoś ci  były  rozpatrywane
przez  Cz.  WOŹ NIAKA  [1965, d], Cz.  WOŹ NIAKA  i  S.  ZIELINSKIEGO  [1967 a, b], P.  KLEMM A

i  Cz. WOŹ NIAKA  [1967]. Zagadnieniem powierzchniowych  izotropowych  siatek  prę towych
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zajmował  się  W.  BARAŃ SKI  [1966]. Powierzchniowe gę ste siatki kratownicowe były omówione
w  pracach  Z.  BACZYŃ SKIEGO  i  Cz.  WOŹ NIAKA  [1966]  oraz  R.  PEŁY  i  Cz.  WOŹ NIAKA

[1966]. Proste przypadki  tarcz  perforowanych  zostały  omówione  przez  W.  BARAIŃ SKIEGO
i Cz. WOŹ NIAKA  [1966]. N iektóre rozwią zania  dla  pł ytowych  pasm  o strukturze  siatkowej
zostały zestawione  przez  B.  BOCZKAJA  i  H.  HATA  [1967, a, b].  Zagadnienie  duż ych  ugię ć
siatkowych  pł yt  kolistych  były  tematem  pracy  P.  KLEMM A  i  Cz.  WOŹ NIAKA  [1967].
N iektóre  problemy  zwią zane  z  teorią   i  obliczeniem  siatkowych  pł yt  na  sprę ż ystym
podł ożu  były  omówione  przez  Cz.  WOŹ NIAKA  i  M .  Ż UKOWSKIEGO  [1966].

Poprawność  posługiwania  się   kontynualnym  oś rodkiem  włóknistym  jako  modelem
cią głym dź wigara  o mikrostrukturze  konstrukcyjnej  została na drodze obliczeń  porównaw-
czych wykazana  dla szczególnego  przypadku w pracy S. KONIECZNEGO  [1967]. N a  podstawie
przeliczenia prostych przypadków  szczególnych  wykazano  stosowalność  teorii  wykorzystu-
ją cych  równania efektu  brzegowego  wraz  z teorią   skrę powanych  obrotów  (w zagadnieniach
płytowych) lub wraz  z  teorią   bezmomentową   (w zagadnieniach  tarczowych).  Rozbież ność
poszczególnych rozwią zań otrzymanych w oparciu o róż ne sposoby podejś cia są  tym mniejsze,
im  bardziej  «gę sta» jest  struktura  siatkowa,  tj.  im  mniejsze  są   wymiary  czą stek  dź wigara
o  mikrostrukturze  konstrukcyjnej  (dź wigara  siatkowego)  w  porównaniu  z  wymiarami
samego  dź wigara  (por. p.  7.1). Zależ ność pomię dzy  dokł adnoś cią   rozwią zania  a  stopniem
«gę stoś ci»  siatki  jest  ujemną   stroną   stosowania  teorii  oś rodka  włóknistego  jako  modelu
cią głego dź wigara  siatkowego;  dotychczasowe  obliczenia porównawcze wykazują   jednakż e,
że nawet  dla  niezbyt  gę stych  siatek  (w  których  stosunek  skoku  siatki  do jej  wymiaru  jest
rzę du  1:5)  uzyskuje  się  czę sto praktycznie dobre rezultaty. Ogólnie postawione  zagadnienie
dokładnoś ci  poszczególnych  teorii  oś rodka  włóknistego  w  opisie  ciał   o  konstrukcyjnej
mikrostrukturze  jest  dotychczas  otwartym  problemem.  Również  otwartym  problemem
jest  uzyskanie  rozwią zań  w  oparciu  o  bardziej  dokł adne równania  teorii  oś rodka  włók-
nistego  niż równania podane w p. 7.6.  Dotyczyłoby to np. oś rodka,  w którym  korzystamy
z uproszczonego  zwią zku  (7.16), lecz nie wykorzystujemy  przyję cia  (7.17)  (oś rodek  o  dwu-
nastu  lokalnych  stopniach  swobody).  Wydaje  się ,  że  również  i  tutaj  warianty  podejś cia
asym ptotycznego  mogłyby  prowadzić  do  pewnych  rezultatów.
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P  e 3  IO  M e

MEXAHHK A  CnjIOIIIHBI X  CPEfl  TH I I A KOCCEPA

B  SojiMiiHHCTBe 3anaM  MexaHHKH crmoiiiHBix  cpefl  npeflnojiaraeTCH, vxo Kaw^aa  MaTepHajibHaji  Tcra<a
TpH  CTKtieHH CBoSoflbl,  IIJIOTHOCTb  BHyTpeHHeH 3HeprHII  3aBHCHT OT nepBŁK  irpOH3BO,HHBIX  BeK-

Topa nepeiwemeiraH a He 3aBHCHT  OT  BŁ.ICIHHX.  l i p a  Bbiuie  ynoiwflHyTEix  npe,n;nojio>KeHHHX  HanpHH<eHHoe
cocTOHHHe  O.Ę HO3HOTHO onpeflejiHeTCH  CHMMeTpiraecKHM  TeH3opoM   HanpnweHHS.  Ynpyraa  cnnoinHaH
cpcfla,  KOTopan He ynoBjieTBopaeT  XOTH  6M  oflHoiwy  H3 jnoMHHyTtnc npeHnojio>KeHHii, Ha3BSHa  cmioiil-
HOH  cpefloii  THna Koccepa.

B  pa6oTe  AaeTCH o63op  3apfM  MexaHHKH cpefl  sio ro  rana.  O6cyn<Haeicji, flOBOHŁHO noflpo6HOj o6a
ocHOBHtie HanpaBneHHa pa3BHTHH.  I lepBoe  H3 HHX  COCTOHT B o6o6meHHH KHHeiwaTHKH cpe^bi  (sjieineHT
HiweeT He 6onee  -rpex  CTeneHeii CBo6oflbi),  Torfla  KaK BTopoe  HanpaBJieiiHe nocTyjiHpyeT  Hajiirene  BBIC-
UIH X  rpaflHeHTOB  B nepeMemeHHH B BBipaHceHHH  flita  njioTHOCTH BiiyTpeHHeii  aHeprHH. O6a  STH nofl-
xofla  npHBOflaT  K HecHMMeTpi- iH Ten3opa  Hanpnn<eHH«[ u  K Tai< Ha3. Hanpn>KeHHHM Bticmero  nopaflKa.
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B  pa6oTe  oScywflaioTca  nocJieflOBaTejibno:  rH pocKonmecKan  cpefla  Koccepa,  Tcopun  HenpocTbix

MaTepnajiOB  BToporo  nopnAKa,  Teopmi  Tejia  c  MaKpoerpu- cTypoń  (B CMWCJie flonojiHHTejiBHŁK  CTeneHeft

onpefl;eji}ieMbix  nojieiw  HanpaBjraiomHM   BeKTop)3  Teopmi  cpep;  c  MyjiBTHnojrapHbiMH  nepeMe-

(aononHHTejiBHwe  cTeneHH CBo6oflhi  onpeflenaioTCH flByKTCTCHHbiMH  TeHsopiibiniH   noimma),

Teopiia  HenpocTbix  MaTepnajioB  Bbicntero  nopHflKa,  a  Tai<>Ke Taić Ha3.  KOHCTpyKmioHHaH MHKpocTpyK-

Typa.  B  pa6oTe  yi<a3WBaeTCH  o6mnpHan

S u m r a a ry

MECHANICS OF CONTINUOUS MEDIA —  COSSERAT  TYPE

With  regard  to the problems  concerning mechanics of  continuous media,  it  is  assumed,  on  the whole,
that  any materiał  point  of  the medium  is  characterized  by  three freedom  degrees  and  that  the density  of
interna! energy  depends  on first derivatives of  displacement vector  and not on the higher  ones. With  such
assumptions  the state of  stress  is defined  unią uely  by  the symmetric stress  tensor. The elastic continuous
medium in which  at  least  one of  the mentioned conditions does not exist  is called  the continuous medium
of Cosserat  type.

The paper gives the survey of problems concerning mechanics of media of such a type. Two basie deve-
lopment trends are discussed  in a morę  detailed way. The generalization  of medium kinematies  (an element
of medium is characterized by morę  than three freedom degrees)  is the basis of the first trend, while existence
of higher order gradients of displacement in the equation for  density of internal energy applies  to the second
one. Both approaches  lead  to nonsymmetry  of  the stress  tensor and to  the so- called  higher  order stresses.

The paper deals successively with  the following problems:  gyroscope  Cosserat  medium, theory  of non-
simple materials  of second  order effect,  theory  of  body  with microstructure  (in the meaning  of  additional
freedom degrees defined by director field), theory of media with multipolar displacement  (additional  freedom
degrees  are defined  by  two point tensor flelds), theory  of non- simple materials  of  higher  order effects  and
so- called construetion microstructure. A  large bibliography  is  also  included.

Praca  została  złoż ona  w  Redakcji  dnia 2 sierpnia  1966  r.


