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1. Wstep

W wigkszoéci zagadnienn mechaniki o§rodkéw ciaglych zaklada sie, ze kazdy punkt
materialny oérodka posiada trzy stopnie swobody oraz ze ggsto$¢ energii wewnetrznej
zalezy tylko od pierwszych pochodnych wektora przemieszczenia. Stan napreZenia jest
wowczas jednoznacznie okre$lony symetrycznym tensorem naprezenia. O$rodek ciagly,
w ktérym nie jest spetnione co najmniej jedno z powyzszych zatozen, nazwijmy o$rodkiem
typu Cosseratéw.

Praca zawiera przeglad zagadnien dotyczacych mechaniki o$rodkéw tego typu. Omédwio-
no w niej szczegétowo dwa podstawowe kierunki rozwojowe. Pierwszy z nich polega na
uogdlnieniu kinematyki ciata (punkt materialny ma wigcej niz trzy stopnie swobody).
Drugi kierunek postuluje wystgpowanie wyzszych gradientéw przemieszezenia w wyrazeniu
dla gestosci energii wewngtrznej. Zaréwno pierwsze jak i drugie podejscie prowadza do
niesymetrycznego tensora naprezenia. Ponadto pojawia si¢ wtedy tensor naprezeri momen-
towych ; wystapi¢ moga rowniez tzw. tensory hipernaprezen.

Pierwsze wzmianki o mozliwodci wystgpowania naprezen momentowych mozna znalezé
juz w pracy VoIGTa [1887)]. Natomiast pierwszy model ciata z bardziej ztozong kinematyka
wprowadzili bracia CosseraTOWIE [1909]. W modelu przez nich proponowanym kazdy ele-
ment materialny o$rodka ma sze$¢ stopni swobody podobnie jak ciato sztywne. Do tego mo-
delu bracia CossEraTOWIE doszli uogdlniajac opis ruchu jednowymiarowego modelu
preta i dwuwymiarowego modelu powloki na przypadek kontinuum tréjwymiarowego.
Poza tym w ich pracy podano zasady zachowania wraz z warunkami niezmienniczosci ggs-
tosci energii wzgledem ruchéw euklidesowych. Wykazano réwniez réwnowazno$é zasad
zachowania z odpowiednimi warunkami niezmienniczoéci. Szczegélowy opis kontinuum
omawianego przez E. i F. CosseEraTOW podano dalej w p. 2.

Do pracy E. 1 F. CosseRATOW wspolczesnie im nawigzywaly tylko cztery prace. F. KLEIN
[1918] i E. NOETHER [1918] rozpatrywali wspomniane wyzej twierdzenie o réwnowaznosci
zasad zachowania i warunkdw niezmienniczosci wzgledem ruchéw euklidesowych. Poza
tym ukazaly si¢ prace E. HELLINGERA [1914] i K. Heuna [1914] nie wnoszace do teorii
kontinuum COSSERATOW zadnych nowych elementow.

Postulat o wystapieniu w gestoéci dzialania rowniez gradientu odksztalcenia drugiego
rz¢du wprowadzit po raz pierwszy T.J. JARAMILLO [1929], ale wzmianki na ten temat
mozna znalez¢ w pracach A. L. CAUCHY’EGO [1851]1 A. J. C. B. DE SAINT-VENANTA [1869].
W ten sposdb dochodzi si¢ do pojecia tzw. materiatu nieprostego drugiego rzgdu. Teorig
materialéw tego typu omdéwimy szczegétowo w p. 3.
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W 1944 r. ukazala si¢ praca E. REISSNERA omawiajaca mozliwosci niesymetrii
tensora naprezenia. Jednak przeprowadzone przez niego rozumowanie okazalo sie bledne.
Dalsze prace z tej dziedziny pojawily sig w latach pie¢dziesiatych. Mozna tu wymienié
opracowania Y. LE CORRE’A [1953, 1954, 1955, 1956, 1958], J. LavaLA [1957] oraz R. TiF-
FENA, A. C. STEVENSONA [1956]. W pracach tych (z wyjatkiem ostatniej) usitowano wykazaé
pojawienie si¢ niesymetrii tensora naprezenia poprzez analizg stanu energetycznego siatki
krystalicznej. Y. LE COrRRE i J. LAVAL dopuszczali dziatanie momentéw masowych. Gestoéé
energii odksztalcenia wyrazali wzorem WzéA,jk,w,-,jwk,,, gdzie w;; jest gradientem
odksztalcenia, a A4;;, afinorem sprezystosci. Afinor ten rézni si¢ od klasycznego niesymetrig
wzgledem wskaznikow i i /. W konsekwencji tensor naprezei sitowych

iy = AijaWi,

nie byt symetryczny i zalezat w spos6b jawny do rotacji kierunkdw gtéwnych odksztatcenia.
Ta sprzeczno$¢ w poroéwnaniu z klasyczng mechanika o$rodka ciagtego byta krytykowana
przez N. JOELA i W. A. WOOSTERA [1957, 1958], E. S. RAJAGOPALA [1960] oraz R. S. KRrisu-
NANA 1 E. S. Rajacorara [1961]. Inercje obrotowa do réwnan mechaniki wprowadzit
S. Bopaszewskl [1953] opierajac si¢ na pojeciu tzw. naprezenia wrotnego, zaproponowa-
nego przez W. BURZYNSKIEGO [1949]. Nalezy zaznaczy¢, ze wiekszo§é cytowanych wyzej
autorédw nie znala pracy braci CosSERATOW, podstawowej dla tego kierunku.

Nawrét do koncepcji o$rodka Cosseratéw nastapit w pracach J. L. ERICKSENA
i C. TRUESDELLA [1958] oraz C. TRUESDELLA i R. A. TouPINA [1960]. Uogélnili oni model
Cosseratow wprowadzajac model tzw. ciata zorientowanego. W tym samym czasie ukazaly
si¢ nie wnoszace zasadniczo nowych elementéw prace F. A. Mc. CLINTOCKA, P. A. ANDRE’A,
K. R. ScHWERDTA i R. E. STOECKLEY’A [1958], FF. A. McC. CLINTOCKA [1960]. W. GUNTHER
[1958] zauwazyt podobienistwo kontinuum Cosseratéw i ciata z kontynualnym rozkfadem
dyslokacji. Tej samej grupy zagadnien dotycza prace E. KRONERA [1958, 1959, 1960, 1962,
1963], M. Misicu [1965, 1966] i C. Teoposiu [1964, 1965).

Szereg rozwigzan szczegdtowych zwlaszcza dla tzw. ofrodka ze «zwiazanymi» obrotami
(punkt materialny ma tylko trzy stopnie swobody, por. p. 3) podali H. ScHAEFER [1962],
R. D. MINDLIN [1963], O. HoFrMAN [1964], M. SoxorowskI [1965], G. N. SAwIN i A. N.
Guz [1966]. W oparciu o ten sam model prébowano wyjaéni¢ niektére zagadnienia kon-
centracji naprezen. Pierwsze rozwiazania w tym zakresie podat R.D. MinpLIN [1963],
a nastepnie J. L. BLEUSTEIN [1966], T. S. Coox i V. WEITSMAN [1966], R. J. HARTRANFT
1G. C. StH [1965], R. Mukri E. STERNBERG [1965], J. N. Niemisz [1965, 1966], G: N. SAWIN
[1965] oraz V. WEITSMAN [1965, 1966].

Ostatnio J. ScHUVE [1966] opublikowal materiaty z wlasnych prac doswiadczalnych,
w ktérych okreslat warto$é statej materiatowej / wprowadzonej przez MINDLINA w o§rodku
izotropowym ze «zwigzanymi obrotami».

Ciecz typu Cosseratdéw opisat J. L. ERICKSEN [1960, 1961, 1962, a, b, c, d]. Prace te
zawieraja réwniez interpretacje kontinuum Cosseratéw jako ciaglego modelu wysokich
polimeréw. Poza tym zagadnienie oérodka cieklego z naprezeniami momentow ymi roz-
wazali E. L. Aero, A. N. BuruGiN i E. W. Kuwszyiskr [1965], A. C. ERINGEN [1964]
i P. N. KaLont [1965]. '
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Niesymetri¢ tensora naprgzen w modelu ciggtym opisujacym wysitki przestrzennej
ramy o siatce prostokatnej wykazat S. KALisk1 [1963]. Zagadnienie naprezett momentowych
w pretach zginanych omoéwili L. P. WINOKUROW, N. J. DIEREWIANKO [1966]. Teoria na-
prezen momentowych wylonita si¢ réwniez w zagadnieniach pél sprzezonych: R. C. DIXON.
A. C. ERINGEN [1965], S. KaLiskI, Z. Procrnockl, D. RoGuLA [1962]. M. Misicu [1963,
1964, a, b, 1965, d] rozpatrzyt szereg zagadnien szczegbtowych z zakresu lepkosprezystosci,
plastycznosci, lepko-elasto-plastycznosci oérodka Cosseratéw ze «zwigzanymi obrotami».
P.D. KeLLY [1964] podat dla tego oSrodka teori¢ dyfuzji. Kierunku reprezentowanego
powyzszymi pracami, jako wychodzacego poza zakres teorii mechanicznych, nie bedziemy
dalej omawiac.

W ostatnich latach ukazal si¢ szereg prac uogélniajacych koncepcje Cosseratow.
R. A. ToupN [1964] zaproponowat model tzw. ciata z mikrostruktura, dla ktérego podat
zasady zachowania oraz warunki niezmienniczo$ci. Mikrostruktura wprowadzona przez
R. A. TouPNA jest opisana ukladem tzw. wektoréw kierunkowych (ang. director). Za-
gadnieniem tym zajmiemy si¢ szczegélowo w p. 4. A. E. GrEEN, R.S. RiviLN [1964b]
uogdlnili kinematyke ofrodka ciaglego przyjmujac oprocz klasycznego pola wektora
przemieszczenia réwniez tzw. wielobiegunowe przemieszczenia. Zagadnienie to oméwinmy
w p. 5, gdzie wykazemy, ze podejécia R. A. TouriNa oraz A. E. Greena, R. S. RIvLiNA
sq réwnowazne. :

Poza powyzszymi kierunkami w ostatnich latach zbudowano teori¢ o$rodka z mikro-
struktura konstrukcyjna. Doprowadzilo to do powstania koncepcii tzw. o§rodka wtdkniste-
go. Przeglad prac z tego zakresu podamy w p. 7.

2, Osrodek giroskopowy Cosseratéw

2.1. Pojecie podstawowe. W punkcie tym omdéwimy podstawowe zwiazki i przeprowadzimy
ich analizg¢ dla pewnego «uogdélnionego» oérodka ciaglego wprowadzonego przez braci
Cosseratéw [1909]. Osrodek ten nazywac bedziemy o$rodkiem giroskopowym Cosseratow
lub w skrécie osrodkiem Cosseratow.

Przyjmujemy, ze kazda czastka materialna X oérodka Cosseratéw B wyposazona jest
w trzy ortonormalne wektory d, (n = I, II, IIl) zwane dalej wektorami kierunkowymi.
Aby opisa¢ konfiguracjg czastki X € B ciata Cosseratow, nalezy podaé zar6wno jej potozenie
x w tréjwymiarowe] przestrzeni Euklidesa Ey, jak i usytuowanie ortonormalnych wektoréw
kierunkowych d,. Inaczej méwigc kazda czastka ciala Cosseratdw ma sze$¢ stopni swobody
(trzy przesunigcia i trzy obroty). Ruch ciata Cosseratéw mozna opisa¢ zwigzkami

(21) Xi= xi(X) t)} dni = dni(X: t)’

w ktorych parametr # oznacza czas, x; sa wspdtrzednymi kartezjanskimi punktu x, natomiast
dy; sa sktadowymi wektorédw kierunkowych 4,.
2.2. Ruch sztywny. Niech

x;'k = x?‘(X’ t*)s d:l = d:,(X, t*)>
oraz

X = X](X, t), dai = dni(X; t)
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beda dwoma ruchami ciala Cosseratéw. Bedziemy o nich mdwili, Zze rdznia si¢ o ruch
sztywny, jezeli zachodza zwiazki:

X;k(X, [*) = R,'ij(X, [)+S,,
(22) d:l (X7 ,*) = ledﬂj (X) z)5
1* = t+c,

gdzie R;; jest dowolnym tensorem ortogonalnym oraz S; dowolnym wektorem. Zbior
przeksztatcen (2.2) ma wiasnosci grupy. R. A. ToUuPIN [1964] nazywa ja grupa przemieszczen
euklidesowych. Grupa infinitezymalnych przemieszczen euklidesowych dana zwigzkami:

x?: (X, t*) = x,-(X, t)—{—[.Q,_,x_,(X, [)-{—S,]d/l,
(23) d?;,-(X, [*) = dm'(X: t)+Qijdnj (Xa t)dj'a
t*':t—{—('dl, .QUZO

jest podgrupa grupy przemieszczen euklidesowych. Wielkoéci niezmiennicze wzgledem
grupy infinitezymalnych przemieszczen euklidesowych sa réowniez niezmiennicze wzgledem
grupy przemieszezen euklidesowych (por. np. PONTRIAGIN, Grupy topologiczne, W-wa
1961). W dalszym ciggu bedziemy zakiadali, ze pewne wielkodci wystepujace w teorii
ciata Cosseratéw s niezmiennicze wzgledem zdefiniowanej powyzszej grupy przemieszczen
euklidesowych.

2.3. Zasada Hamiltona dla ciata sprezystego Cosseratow. Bracia COSSERATOWIE [1909] rozwa-
zania swoje oparli na zasadzie Hamiltona. Przyjeli oni, ze wielko$¢ dzialania ma postaé

(2.4) AP-Dy = [ [ JALGxi, 1, dysy iy duiy i, 0 dui, ko X)do

Ioxp
gdzie 7 jest przedziatem czasu [f, t,], j = detx’y jest jakobianem odwzorowania X - x,
L — gestoscia dzialania, natomiast X, (P) jést obszarem przestrzeni Euklidesa E; zajetym
przez czg§¢ P C B ciata Cosseratow. Dla o$rodka Cosseratow dopuszezalne sa jedynie
wariacje dd,; wektoréw kierunkowych, spefniajace warunek:

(25) dﬂj 6dni+dni6duj = 6(duidnj) = 0

Warunek ten oznacza, ze wektory kierunkowe w kazdej chwili tworzg bazg ortonormalna.
Zasada Hamiltona dla ciala sprezystego Cosseratow [wariacje dd,, spelniaja zwiazek (2.5)]
ma postaé:

@6) 04D+ [ [ (hoxi+Tydyddydvdi+ [ [ (uoxihydydd,,) dadi—

I X,(P) I X (0P)

- f 0 (pi0x;+Gijdqiddy;) do it = 0,

X(P)
gdzie f; i t; sa odpowiednio gestoSciami sit objetosciowych 1 powierzchniowych, p; jest
gestoseig pedu, g jest gesto$cia materialu, wielkoscei ?,- j,7z,- ;14;; nazywamy kolejno gestos-
ciami momentéw objetosciowych i powierzchniowych oraz lokalng gestoscia kretu. Nad-
kre§lenia oznaczaja, ze dany tensor jest antysymetryczny. Jezeli w réwnaniach (2.4) i (2.6)
pominiemy wektory kierunkowe d;, to otrzymamy zasade Hamiltona znang z klasycznej
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teorii sprezystodei. Warunkami koniecznymi i dostatecznymi spetnienia réwnania wariacyj-
nego (2.6) dla dowolnych rézniczkowalnych wariacji dx;, dd,;, ograniczonych zaleznoscig
(2.5), sa warunki poczatkowe

oL . _aL
(2.7) opi =J ' —— o 2 =J = daj1s
alj

warunki brzegowe
(2.8) tinj—t; =0, h,u,n,, h-- =0
oraz rownania ruchu
tii, j+fi = epi—i™\L,
Fugi, ket tenH it = 04—~ Ky +opey-
Wystepujacy w powyzszych rownaniach tensor t;; zdefiniowany wzorem:

. aL
(2.10) tii = __/—1/\»1.',\,_5:\7;,_){

(2.9)

jest tensorem napr¢zen Cauchy’ego. Tensor o skladowych

JaL

2.11 Boi: = — 1%y g o
( ) kij J A,I\adﬂ[m

dﬂi]

jest tzw. tensorem naprezen momentowych. Wielko$¢ K;; wystepujaca w rownaniach
(2.9) jest zdefiniowana wzorem

oL . dL i L oL L
(2.12) Kij=xL;4+dy—— ad; ~+Xx '8x +d,; 3dﬂJ -+xi k- d +dn, K= 9dn, -
Roéwnania (2.8) 1 (2.9) bywaja nazywane warunkami brzegowymi oraz réwnpaniami ruchu
Cosseratow. Roéwnanie (2.9), wskazuje na to, ze tensor napregze Cauchy’ego f;; nie jest
tu symetryczny.

2.4. Warunki niezmienniczoéci i zasady zachowania, Za E. i F. COSSERATAMI begdziemy postu-
lowali niezmienniczo$¢ gestosci dziatania wzgledem grupy przemieszezen euklidesowych.
Mozna wykazaé, ze warunki konieczne i dostateczne niezmienniczo$ci gestosci dziatania
wzgledem grupy przemieszczei euklidesowych majg postaé

aL

(2.13) L;=0, =0

ET , Kijp=0.

Rozpatrujac zasadg Hamiltona (2.6) dla ponizszych dopuszczalnych kombinacji wariacji
zmiennych niezaleznych

1. dx,-=S,-, 6[1“,':0, S1:0’
2. dx; = Qux;,  0dy; = Qiidy;, 2= Lujy = 0;
3. 5x,~ = k;, (S[]m' = 2dn.fiz)l
gdzie
~ 1 ;
(2.14) Wy = dyidyj

2
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otrzymamy nastgpujace rownania:

(2.15) [ ondolz— [ [ fpdvai— [ [ wdadi= [ [ joL dvar,
X (P) I X.P) I X[P) [ XyP)
(2.16) fQ(P[ixj]+lei)dv|fi—J f(}’[ixj]+fji)(lvdt—
X[P) P oxgp)

—f f (t[,-xj]—}-fzj,-)dadt:f fj—lKU,-]dvdt,

I x,0p I xgp)

217 fEdv[}g—f f(ﬁxi+2fi,&)ij)dvdt—

X (P I x,(P)
CA oL
—f { (tix,-—}—Zh,-jw,j)dadt = — { fj_l a_f dodt .
I x,0p) oxge
W réwnaniach tych
E = o(p;x;-+24;;60;5)—j~'L

jest gestodcia catkowitej energii wewnetrznej. Z uwagi na warunki (2.13) wyrazenia po
lewych stronach rdwnan (2.15)—(2.17) sa réwne zeru. Zatem

(2.18) [ opwlp= [ [ fivar+ [ [ tidads,

X (P) I X(P) I X,0P)

(2.19) fQ(P[ixj]'l‘?]ji)dU“f:f f(f[txj]'}‘ijl)dvdt‘l’f f (trixj]'l‘/;j)dad[,

X (P) I XP I x,06P

@200 [ Ewfp = [ [ (fxr2agdodit [ [ (2hydg)dade.

X,P) I X(P) I X(P)

Ofrzymane zwiazki nazywamy kolejno zasadami zachowania pedu, krgtu i energii
mechanicznej dla ciat typu Cosseratéw. Z drugiej strony mozna wykazaé, ze zasady za-
chowania pedu (2.18), kretu (2.19) i energii mechanicznej (2.20) sa réwnowazne warunkom
(2.13) niezmienniczo$ci gestosei dzialania wzgledem grupy przemieszezen euklidesowych.
Z calkowych zasad zachowania pedu i1 kretu mozna otrzymaé warunki brzegowe (2.8)
oraz réwnania ruchu (2.9).

2.5. Pseudotensor naprezefi momentowych. Zwréémy uwage, Ze prawie wszystkie wielko$ci
wprowadzone w poprzednich punktach tego rozdziatu, nie wystepujace w klasycznej teorii
sprezystosci, sg tensorami antysymetrycznymi. Mianowicie tensory gestoSci momentéw
powierzchniowych /; j» gestosci momentdéw objetosciowych I 1> lokalnej gestosci kretu g,
naprezen momentowych Ek,-j oraz tensor &;; predkodci obrotu wektoréw kierunkowych
s antysymetryczne wzgledem indekséw ij. Kazdy z nich moze byé jednoznacznie przed-
stawiony przy pomocy pseudowektora badZ tez pseudotensora. Dla przykiadu tensor
naprezen momentowych fz,u- ; mozna przedstawi¢ w nastgpujacej postaci:

~ 1
(2.21) hyij = 5 €t
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gdzie my, jest tzw. pseudotensorem naprezen momentowych, natomiast ;; jest tréjwekto-
rem Ricciego. Zwigzek odwrotny do (2.21) ma postaé

(2.22) M = hyjeiji.

Nasuwajac na réwnania (2.8), i (2.9), tréjwektor Ricciego ¢;;; otrzymamy réwnowazng
posta¢ réwnan ruchu i warunkéw brzegowych Cosseratéw

(2.23) My e+t st = oqitepiXiij,  Mmume—m, =0,

gdzie wystepujace pseudowektory momentéw objgtosciowych /;, momentéw powierzchnio-
wych m, oraz lokalnej gestosci kretu gy, sa zdefiniowane analogicznie jak (2.22). W podobny
sposéb mozna przeksztalcié zasady zachowania kretu i energii mechanicznej:

fg(pjxieij,+q,)d7)|§i:f f(fjx,-e,»j,—{—/,)dvdf—{— f f(fjxis,»,-,—l—m,)dadt,

X,(P) i xp boxgr
(2.24) )
[ Ewfg=[ [ (hxtloddodit [ [ (hiitmop)dadt,
X(P) I xyp I X,0P)

gdzie w; jest pseudowektorem predkoséci obrotu bazy wektoréw kierunkowych d,,.

Przedstawiona w tym rozdziale teoria ciata sprezystego Cosseratéw zostata oparta na
podstawowej pracy Toupina [1964], aczkolwiek zawiera gtéwnie idee braci Cosseratdw.
Z prac dotyczacych podstaw teorii mozna wymieni¢ elementarne liniowe ujecia Kuwszyx-
SKIEGO 1 AERO [1963] oraz PALMOWA [1964 a]. Zagadnienie catkowania zlinearyzowanego
podstawowego ukiadu réwnan zostato poruszone w pracach GUNTHERA [1958], AERO
i KuwszYNSKIEGO [1964] oraz SANDRU [1966]. GUNTHER [1958] wykazat analogie statyczno-
geometryczna w liniowej teorii o§rodkéw typu Cosseratéw i wykorzystat ja do zbudowania
funkcji naprezen. AErRO 1 KuwszyNskr [1964] przedstawili rozwigzanie uktadu réwnan
przemieszczeniowych w postaci sumy dwéch funkeji wektorowych, z ktorych jedna jest
rozwigzaniem ukladu réwnania Lamégo. SANDRU [1966] przedstawit rozwigzanie typu
Galerkina oraz Papkowicza-Neubera. Rozwigzat réwniez kilka zagadnien szczegdlnych.
Plaskie zagadnienie koncentracji naprezen rozpatrywal PaLMow [1964], ktéry wykazat,
ze zagadnienia plaskiego stanu naprezenia dla o§rodkéw Cosseratéw i dla tzw. o$rodka
Cosseratéw ze zwigzanymi obrotami (por. p. 3) sg sobie réwnowazne.

Szczegbdlng odmiane teorii Cosseratéw zbudowat WesoLowski [1965]. Zatozyt on, ze
momenty powierzchniowe wykonuja prace na sumie obrotéw bazy wektoréw kierunko-
wych i obrotéw elementéw powierzchniowych., Z przeprowadzonych rozwazan wynika
Jjednak, ze momenty powierzchniowe pracuja tylko na obrotach baz wektorowych.

3. Materialy nieproste drugiego rzedu

3.1. Sprezyste materialy nieproste. W klasycznej teorii sprezystoéei gesto$é energii odksztal-
cenia zalezy od pierwszego gradientu odksztalcenia x; ,. Jednak nie ma formalnych prze-
szkéd do wprowadzenia wyzszych gradientéw jako dodatkowych argumentdéw gestosei
energii. Zaproponowali to po raz pierwszy A. L. Cauchy [1851] i A.J. C. B. DE SAINT-
VENANT [1869). Powyisze zagadnienie omawial réwniez J. T. JARAMILLO [1929]. We
wszystkich wymienionych pracach stan naprezenia byt opisywany symetryczaym tensorem



222 W. BARANSKI, K, WILMAKSKI, Cz. WOZNIAK

naprezen Cauchy’ego. Teoria materiatéw zawierajaca wyzsze gradienty odksztalcenia
i uwzgledniajaca powstawanie naprezei momentowych zostata podana przez R. TIFFENA
i A. C. STEVENSONA [1956]. Jednak zaréwno w tej pracy, jak i w monografii C. TRUESDELLA
i R. A. TouriNa [1960] nie zwrocono uwagi na fakt, ze czgs¢ naprezen momentowych nie
wyraza sie przez gesto$¢ dziatania. Powyzsze spostrzezenie, dokonane przez R. D. Min-
DLINA, zostalo uwzglednione w pracy R. A. TouPINA [1962]. W pracy tej przyjeto, ze gestosé
dziatania zalezy od pierwszego i drugiego gradientu odksztalcenia. W pracach R. A.
ToupiNa [1964] oraz C. TRUESDELLA i W. NoLLA [1965] podano zasady zachowania dla
tej teorii w zestawieniu z réwnaniami oérodka Cosseratow.

Material, dla ktérego gesto$¢ energii odksztalcenia zalezy od drugiego gradientu od-
ksztatcenia, bedziemy dalej nazywaé materialem nieprostym drugiego rzedu (R. A. TourIn
[1964]). Przez analogie do powyzszej definicji mozna réowniez wprowadzi¢ materiaty nie-
proste rzgdu N (tj. materiaty, dla ktérych gestosé energii zalezy od N-go gradientu odksztal-
cenia).

Ponizej podamy podstawowe réwnania opisujace material nieprosty rzedu drugiego.
W nastepnym podpunkcie oméwimy pewien przypadek szczegélny tego materiatu, pokry-
wajacy sie z pewnym typem ofrodka Cosseratéw. Ograniczymy si¢ do zagadnien tréj-
wymiarowych. Powloki z materiatu nieprostego drugiego rzedu zostaty opisane w pracy
H. Conena i C. N. DE SiLvy [1966]. Zawiera ona kinematyke takich powtok, podstawowy
ukiad réwnan otrzymany z zasady wariacyjnej oraz podzial zagadnien na membranowe
i zgieciowe. Omowiono tam rowniez izotropowa powloke z materiatu nieprostego drugiego
rzedu.

Zgodnie z przytoczona powyzej definicja materiatu nieprostego drugiego rzedu energie
sprezysta dla pewnego obszaru P tego materiatu wyrazimy wzorem:

@0 EP) = [ L5105 %005 XDV,
P

gdzie x; , oznacza gradient odksztatcenia, x; ., — gradient gradientu odksztalcenia.

O wystepujacej we wzorze (3.1) gestodci energii wewnetrzne] zaktadamy, ze jest nie-
zmiennicza wzgledem grupy przemieszezen euklidesowych (p. 2.2). Musi ona wtedy spetniaé
warunek:

(32) ve(xl,a; xi,aﬂ;Xa) = vQ(Rijxj,a; Rijxj,a/l; Xa):

gdzie R;; jest dowolnym tensorem ortogonalnym. A. R. ToupiN [1964] Wykaza{, ze aby
warunek (3.2) byt spetniony, gestodé .2 powinna daé si¢ przedstawié¢ w postaci:

(33) nQ = oQ(Eall’ Ka/lwAall:Xa),
gdzie:
1
Ey = 7(gijxi,axj,u—Aaﬂ),

3.9
Kagy = Xi,aXi py = Eup,y T Eay,p—Eyp,a-

Funkcja 2 zalezy wiec dla sprezystych materiatéw nieprostych drugiego rzedu od szeéciu
sktadowych klasycznego tensora odksztalcen skofczonych, materialnych gradientéw tego
tensora oraz wspdlrzednych materialnych X,.
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Réwnania ruchu i warunki brzegowe mozna otrzymaé z odpowiedniego réwnania
dla wariacji 6.2. Rozwijajac to réwnanie we wspotrzgdnych przestrzennych, po pominieciu
cztondw dynamicznych, otrzymuje si¢ nastgpujace rownania rownowagi:

(3.5) it =0,

w ktorych 1;; jest niesymetrycznym tensorem naprezenia, a f; wektorem gestosci sit maso-
wych. Tensor t;; jest tu definiowany innym zwigzkiem niz w p. 2, mianowicie

| o8 oL
;= 71| - —_ | = X,
(36) Y [axi,a (axi,aﬂ),/}:l Y
Warunki brzegowe otrzymane z tego samego réwnania wariacyjnego maja postac:

tiynj—dihjimethyp(bje—Dbynim) = 1,

@7 hjunjm, = m;, X,€dP,
gdzie:

0.2
3.8 hjik:j_]mxi,axk,/}

jest tzw. tensorem hipernaprezei oraz m; wektorem hipersit powierzchniowych, n; jedno-
stkowym wektorem normalnym do &P, b;; drugim tensorem podstawowym powierzchni
dP, d;hj, diwergencja tensora hjy na dP (d; = d;—n;n;d,).

Oproécz tego przy definiowaniu tensora naprezen otrzymuje si¢ zalezno$é

Al 0 oL
(3.9) hjik,k+tij:‘/[ £ Xjot P = xj,aﬂ]'

a 3x,-,a xi,aﬂ

Jak latwo dostrzec, z réwnania (3.3) wynika symetria wyrazenia w nawiasie kwadratowym
-wzoru (3.9) wzgledem wskaZnikéw /, /. Lewa strona (3.9) musi wiec spetnia¢ dodatkowy
zwigzek

it s =0,
ktéry jest podobny do réwnan rdéwnowagi Cosseratéw dla momentdw [por. wzor
(2.9),].

Pojecie materialu nieprostego zostalo rozszerzone w pracy Cz. WOZNIAKA [1967, b]
na zagadnienia termosprezystosci. Wprowadzono tam pojecie materialu «termicznie nie-
prostegoy», tj. materiatu, w ktérym gesto§é energii swobodnej ¢ (oraz pozostate funkcje
stanu) zalezy nie tylko od gradientéw odksztalcenia i od temperatury, lecz réwniez od
gradientéw temperatury. W cytowanej pracy (por. takze p. 6.7) wyprowadzono pod-
stawowy uklad réwnan sprzgzonej termosprezystosci takich materiatéw. W szczegbinym
przypadku materialu nieprostego drugiego rzedu energia swobodna ¢ zalezy od parametrow
mechanicznych C,3 = Xk 4 Xk g, Cupy = X o Xk 5, Oraz temperatury 0 1 jej gradientu 6 ,.
Réwnanie stanu dla tensora naprezen f; oraz tensora hipernaprezen 1, maja postac

— 0
it (tinaiem o) X1, = 012 3C(';:,,, xx p+ 3C(Z)Bv Xi,py | X1, as

(3.10)

¢
Ok Xpy,1 = Qgc%xk,a,
afly
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w ktérej f,, jest tensorem gestosci hipersit objetosciowych (facznie z sitami bezwiad-
nofci). Réwnanie przewodnictwa cieplnego ma postaé:

(B Iy Ao (chtca 8 )+ ( Po_gp 0 g )C +
1D 1iito(c0-4-c. i) o)+ m ac,,,,af),a 6| Cap

O Pp
+9(ac,,,,,ao bt5c.,, 0,

0,5 Cuﬂy+9h = 0,

w ktoérej h; = h; (0 ;/0) jest wektorem przeptywu ciepta, i jest wydajnoécia Zrédel ciepta
oraz ¢ i ¢, sa wielkoSciami charakteryzujacymi pojemno$¢ cieplna ciala. Nadmieimy
Jeszcze, ze rozklad entropii w powyzszym przypadku jest okreslany nie tylko polem ska-
larowym 7 = —dp/80, lecz réwniez polem wektorowym d, = —ap/d0, .

Wiele prac omawia pewne szczegdlne zagadnienie materiatu nieprostego. Jeéli zatozymy,
ze w kontinuum Cosseratéw (por. p. 2) predkos¢ obrotu bazy wektorowe;j ﬁi pokrywa si¢

z predkoscia obrotu elementu objetosciowego osrodka, to otrzymamy model ciata, ktdry
jest réwniez przypadkiem szczegblnym materialu nieprostego drugicgo rzedu. Model ten
R. A. ToUuPIN [1964] nazywa o§rodkiem Cosseratéw ze zwiazanymi obrotami. C. TRUESDELL
i W. NoLL [1964, § 96] taki material nazywaja materiatem Grioli-Toupina. Zajmiemy si¢
nim poniZej. Nalezy zaznaczy¢, ze oprécz materiatu Grioli-Toupina mozliwe sa réwniez
inne przypadki szczegdlne materialu nieprostego drugiego rzedu, z ktérych dwa przed-
stawiono w pracy Cz. WOZNIAKA [1967, a).

3.2. Material Grioli-Toupina. Jak pamietamy (p. 2) w ofrodku Cosseratéw ortonormalna
baza wektorowa ﬂd, zaczepiona w punkcie X, przemieszcza si¢ tak jak punkt X, lecz moze
doznaé obrotéw niezaleznych od ruchu punktu X. Ponizej rozpatrzymy przypadek, gdy
predkosé obrotu bazy ﬁi w punkcie X jest taka sama jak predkosé obrotu kierunkéw gtéws
nych odksztalcenia w tym punkcie, to znaczy:

W;; = Wi,

gdzie w;; jest predkosciag obrotu kierunkéw gltéwnych odksztalcenia ofrodka, a @;; —
zdefiniowana wzorem (2.15) predkoscia obrotu wektordw kierunkowych. Gestos¢ catko-
witej energii wewnetrznej wyraza sie wtedy wzorem:

(3.12) E=—;—Q5c2—|—£(xfa;x,~,aﬂ;Xa).

W pracy R. A. Tourina [1964] wykazuje sig, ze dla takich materiatédw naprezenia momen-
towe wyrazaja si¢ zaleznoscia

9.2

xi],axk,/) >
przy czym hy; i pozostaje w rozpatrywanej teorii nieokreslone. Funkcja 2 powinna wtedy
dodatkowo speinia¢ 10 nastepujacych zwigzkow:

a2

3.14 9=
(.14) B

xj',ux;‘)’/’ = 0.
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Warunki niezmienniczosci . wzgledem ruchéw sztywnych mozna przedstawié nastepujaco:

o oL
T - xJ']'a‘l_-_‘ﬂ xJ'],aﬂ == 0

(3.15) 01 o

Ogolne rozwigzanie réwnan (3.14), (3.15) (wg R. A. TouPINA [1962]) ma postaé

(3.16) L= L(Eyp, Kiapyy, Xa)-

Wyrazenie (3.16) §wiadczy o tym, ze oméwiony przypadek szczegdlny kontinuum Cossera-
tow. jest jednocze$nie przypadkiem szczegdlnym materiatu nieprostego drugiego rzedu
[por. wzor (3.3)].

Podstawowy uklad réwnan dla osrodka Cosseratéw ze zwiazanymi obrotami (material
Grioli-Toupina) zostal podany w pracach G. GRIOLI [1960, 1962], w pracy R. A, TourINA
[1962] oraz dla przypadku liniowego materialu hipersprezystego w pracach E. A. AEro
i E. W. KUWSZYNSKIEGO [1960, 1964]).

Zasady zachowania masy, pedu, kretu i energii mechanicznej maja dla materiatu Grioli-

Toupina ponizsza postac:
Jo—0, J= ]/—ff;detxi,a,

tj,tf = 0X;,
mijitlithaen; =0,

. . 1@ .
L= r(ij)x.i,l+§'mij8mnjxn,ml'

(3.17)

Wystepujacy we wzorach (3.17) tensor naprezen momentowych m;; zostal omdwiony
w p. 2 [por. wzbr (2.21)], a (;11)1,-1- oznacza czeé¢ dewiacyjna tego tensora.

Z réwnania (3.17)s R. D. MinDLIN i H. F. TIERSTEN ponownie wprowadzili réwnania
konstytutywne, oparte na miarach odksztalcenia R.A. TOUPINA E,;, Kiapy,. Zamiast
drugiej z tych miar w ich pracy wykorzystano tensor:

(318) Kap = _“Ea;x,vsuvﬂ-

Réwnania konstytutywne dla hipersprezystych materialdéw Grioli-Toupina maja wtedy
postac:

0.0 2.0

t(ij) = oF . XiaXj g oK 5 Xi,auXj vEuvh s
(3.19) ¢ *

) L2

mi; = m X,-,L,Xﬂ,j.

W omawianej pracy oraz w pracy R. D. MINDLINA [1964] przeprowadzono linearyzacje
powyzszych zwiazkow. Wtedy

e 1 1
(3.20) ¢ = 5‘aijkz%u%kri”bijkleij%kz‘i”36‘1;“8”5“,

gdzie ¢;; oznacza klasyczny tensor matych odksztalcef, a ;; = ey nenj. W przypadku
szczegblnym izotropii materialu w zwigzku (3.20) wystepuja cztery niezalezne stale ma-

6 Mechanika teoretyezna
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terialowe. W. Nowack1 [1966] wprowadzit dodatkowo wplyw klasycznego pola termicz-
nego do réwnan konstytutywnych izotropowego materiatu Grioli-Toupina. Gesto$é ener gii
ma wtedy postac:

. 1 n
C = e — Ae:)? "oty — ,0___02,
(321) C ueijeit+ 2 (8,,) e R ﬂYkk 2

ﬁ = o (32'+2/u')1

gdzie 0 oznacza temperature odniesiong do temperatury stanu naturalnego, o, wspoélczynnik
cieplnej rozszerzalno$ci liniowej. Z dodatniej okreslonoéci formy (3.21) R. D. MINDLIN
i H. F. TiIERSTEN wyprowadzaja nastepujace nieréownosci dla statych materialowych

7

(3.22) £>0, 342u>0, 4 >0, —1<’;,<1.

Zwiazki fizyczne dla omawianego materiatu przyjmuja postac

a¢
fin = 5= 2pey+ (Rew—p0)0i;,
(3.23) Y

) , 2]
m,'j :2//4 (%U“I—H/ZT%J,)

W cytowanej pracy W. NOWACKIEGO [1966] znajduje si¢ rowniez przemieszczeniowy
ukiad réwnan, dla ktérego przeprowadzano dyskusje wlasnoéci poprzez formalne roz-
przezenie. Funkcje Greena dla tego ukiadu wyprowadzit J. WYRWINSKI [1966].

Nalezy zwrocié uwage na pewna osobliwo$é materiatu Grioli-Toupina zwigzang z wa-
runkami brzegowymi. Jak wykazali R. D. MiNDLIN i H. F. TIERSTEN [1962] oraz W. T. Koi-
TER [1964], w kontinuum ze zwigzanymi obrotami mozna daé jedynie pig¢ warunkdéw
brzegowych [por. rowniez wzér (3.6)]. Na przyklad wyrazone w napreZeniach begda one
mialy postaé:

1 () 1
[t(lj)"|‘ E‘Ejli(mkl,k—m(nn),l) n; = fl—7 EinMm), 11,

)
min;—mMy, 1 = ni— My,

(3.24)

. )]
gdzie my,y, = myng, My = Mngn;.

Mozna dostrzec, ze wzor (3.24): opisuje trzy skladowe wektora gestosci sity, a wzor
(3.24), dwie sktadowe (styczne do brzegu) wektora gestosci momentu.

Cytowana wyzej praca W.T. KOITERA zawiera réwniez warunki na krawedzi dwu
platéw gladkich powierzchni brzegowej w kontinuum z materiatu Grioli-Toupina, wpro-
wadzone po raz pierwszy w innym ujeciu przez R. A. ToUPINA [1962].

Opracowanie R. D. MINDLINA i H. F. TIERSTENA [1964] obok podstaw liniowej teorii
materiatu Grioli-Toupina zawiera rowniez analize ruchu falowego, ktora przeprowadzono
przy pomocy funkcji przemieszczen. Jesli u jest wektorem przemieszczenia, to powyzsze
funkcje wprowadza sig nastgpujaco:

(3.25) u=gradp+rotH, divH=20.
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Po podstawieniu do uktadu réwnan przemieszczeniowych otrzymamy

(3.26) AV =i, S(1—PVAIVH=H,
gdzie

A+2u 1 '
3.27 ct = , =L pP==r0)
(3.27) 2T e Iz

Uktad réwnan (3.26) zostat wykorzystany do konstrukcji rozwiazan szczegdétowych
w pracach R.D. MINDLINA [1963b, 1964], G.N. SAwINA [1965], G.N. SAwiNa
i A. N. Guza [1966], W. A. PaLMowa [1964 a, b]. W pierwszej z wyzej cytowanych prac
R. D. MINDLINA oraz w pracy G. N. SAwINA 1 A. N. Guza rozwiazania oparto na wprowa-
dzonej funkcji zmiennej zespolonej.

Na zakonczenie nalezy wspomnie¢ o wyprowadzonych w pracy W. F. KorterA [1964]
twierdzeniach o minimum energii potencjalnej i minimum pracy dodatkowej, ktére pozwa-
laja zastosowaé przyblizone metody rozwigzan.

4, Ciala z mikrostrukturg

4.1. Podstawowe pojecie i definicje. W punkcie tym rozwazaé bedziemy pewien uogélniony
model o§rodka wprowadzony przez R. A. TOUPINA [1964], ktéry bedziemy nazywad cialem
z mikrostruktura(l) i oznacza¢ symbolem B. Elementami ciata B sa punkty materialne X,
przy czym kazdemu punktowi X € B przyporzadkowujemy uktad zaczepionych w nim n
wektorow d,(a = 1,2, ..., n). Wektory d, nazwijmy wektorami kierunkowymi.

Powyzsza definicja ciata z mikrostruktura jest jedna z mozliwych koncepcji uogdlnienia
klasycznej definicji ciata (W. NoLL [1958)). Szczegélnym przypadkiem ciala z mikrostruk-
turg jest ofrodek Cosseratéw omdwiony w p. 2. Nie bedziemy tu zajmowac si¢ zwiazkiem
pomigdzy zdefiniowanym powyzszym modelem ciata z mikrostruktura a rzeczywistym
ciatem z mikrostruktury.

Przeglad zagadnien dotyczacych ciala z mikrostrukturg oprzemy przede wszystkim
na podstawowej pracy R.A. ToupiNA [1964] jako najbardziej reprezentatywnej dla tej
problematyki(?).

4.2. Kinematyka. Niech x oznacza punkt tréjwymiarowej przestrzeni Euklidesa E, w kté-
rym w chwili 1 znajduje si¢ punkt materialny X ciata B. Ruch ciata z mikrostruktura mozemy
wtedy opisaé zwigzkami:

(41) X:X(X, t)7 dn:dn(X, t)
badz wprowadzajac kartezjaniskie wspétrzedne materialne X (K = 1,2, 3) w B oraz prze-
strzenne x, (k = 1, 2, 3) w E mozna je przedstawi¢ w réwnowaznej postaci

(42) Xp = xk(XK7 t)> dnk = dﬂk(XKa [)

(1) Wedlug wczesniejszej nomenklatury jest ono nazywane cialem zorientowanym (ang. oriented body).
Koncepcja ciala zorientowanego pochodzi od J. L. ErICkSENA i C. TRUESDELLA [1958]. Byla ona pierwotnie
zastosowana do opisu kinematyki i statyki pretow i powlok, a nastgpnie uogdlniona przez C. TRUESDELLA
[1960, § 61] na przypadek ciata trjwymiarowego.

(2) Zwigzle omodwienie pracy R. A. ToupiNA [1964] przedstawili C, TruesperLL i W. NoLL [1965, § 98].

6*
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Niech x; x oraz dy, x oznaczaja odpowiednio gradient odksztalcenia oraz gradient
odksztatcenia mikrostruktury. WprowadZzmy nastgpnie prawy tensor odksztalcenia Cau-
chy’ego-Greena

(4.3) agp = X, kXi, L

oraz tzw. tensor odksztatcenia mikrostruktury

(44) q\lh = diudiu-
Wartosci tych tensordw w chwili poréwnawczej t = T oznaczmy odpowiednio
(4.5 Axt(X) = ag (X, T),  Qao(X) = quu(X, T).

4.3. Ruch sztywny. Ruchem sztywnym ciata z mikrostruktura nazywaé bedziemy ruch,
w ktérym zwiazki (4.2) maja postaé (por. 2.2)

(4.6) x(X, 1) = Rg(DXx+Vi(t), du(X, 1) = Rix () Dy (X)),
gdzie R; jest tensorem ortogonalnym, natomiast
@7 D,(X)=d,(X, T)

sa wektorami kierunkowymi w chwili poréwnawczej. Oznacza to, ze cialo nie odksztalca
si¢ w sensie klasycznej mechaniki oérodkéw ciaglych, a wektory kierunkowe sa zwiazane
w sposéb sztywny z ciatem. Warunki konieczne ruchu sztywnego wyrazaja si¢ wzorami:

(4.8) ag (X, 1) = A (X),  qu(X, D) = Q0 ().

Wedtug R. A. TouriNA [1964] sa to réwniez warunki dostateczne. Nie trudno udowodnié,
ze stwierdzenie to nie jest prawdziwe. Na przykiad dla

4.9 x(X, ) = Rg(DXx+Vi(0), du(X, 1) = Six () Dk (X),

gdzie Rix i S;x sa dwoma dowolnymi lecz réznymi od siebie tensorami ortogonalnymi,
zwiazki (4.6) nie sa spetnione, podczas gdy warunki konieczne (4.8) zachodza. Zwiazki
(4.3), (4.4) i (4.9) wskazuja na to, ze miary odksztatcenia ax; i q,, nie opisuja wzglednego
obrotu mikrostruktury.

4.4, Zasada Hamiltona. Punktem wyjécia dalszych rozwazan dotyczacych ciata hiper-
sprezystego z mikrostrukturg moze byé zasada wariacyjna Hamiltona. Zasade tg
R. A. TourIN [1964] przyjmuje w postaci

(4.10)  84(P-D+ [ [ (Fiox4Grodyyavdi+
I p

+ [ [ (s Hpody)dadi— [ (Pibxct0p6du)av s =0,
orP P

I

gdzie A jest wielkoscig dziatania dopuszczajaca istnienie gestosci dziatania: L =
= L(x;, 1, dpjy X;, ‘iuia Xi, k» dai, k, X), F, GO sa uogblnionymi sitami objgtodciowymi, T,
H{ s3 uogélnionymi sitami powierzchniowymi, natomiast P;, Q% sa uogélnionymi pedami.
Wszystkie te wielkoéci sa odniesione wzgledem jednostki objgtosei lub powierzchni kon-
figuracji poréwnawcze;j.

Z postaci gestosci dziatania wynika, ze rozpatrywany material moze by¢ nazwany
materiatem prostym z mikrostruktura. Ogélna teorie materiatu nieprostego z wektorami
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kierunkowymi, zbudowana w oparciu o termodynamike materiatéw o zanikajacej pamieci
(B. D. CoLeMAN [1964]) przedstawit S. ZAHORSKI [1967]. Wykazat on, ze funkcjonal
energii swobodnej moze w ogdlnym przypadku zaleze¢ od pél uogdlnionych sit objetoscio-
wych.

Postulowana przez TouPINA zasada Hamiltona jest uogélnieniem zasady przyjetej
we wczesniejszych pracach J. L. ERICKSENA [1961], [1962 b. ¢]. Rownanie (4.10) jest bowiem
ogdlniejsza postacia rownania podanego u J. L. ERICKSENA [1962, b], ktére w przyjetych
w p. 2 niniejszej pracy oznaczeniach przyjmuje postad

@1y & [ Lo dd,odo= [ (toxirhod)dat [ o(fidxitldd)do.

X (P X (oP) X(P)

Powyzsze rownanie opisuje zachowanie sig cieczy nielepkiej z jednym wektorem kierunko-
wym, zwanej przez J. L. ERICKSENA ciecza anizotropowa.

4.5. Réwnania ruchu w opisie materiatowym. Warunkami koniecznymi i dostatecznymi spet-
nienia réwnania wariacyjnego (4.10) dla dowolnych rézniczkowalnych wariacji dx;, dd,;
pdl zmiennych niezaleznych sg réwnania ruchu:

Tyi,x+Fi—P¥ = —L;,

4.12) . XeP, i€l
Hi x— G* 4G — 0%, =0,
w ktorych
oL oL oL
*q, — _ = 0 = 9=
4.13) U= Gy TN T TRT T
. Pi* = 'a_-L’ Q'*(‘( = 3‘5_
axl adnl ’

oraz warunki brzegowe i poczatkowe:
(414) TK,'NK”—Y}ZO, HKniNK‘—HnI=0, XG@P, tEI,
4.135) P¥—P, =0, Q% —0%=0, XeP, t=ut lub =1

W powyzszych wzorach Ny jest jednostkowym wektorem zewnetrznie normalnym do brzegu
X1(0P) obszaru Xr(P) zajmowanego przez cze$ P ciata B w chwili poréwnawczej T.
Zrownan (4.12) i (4.14) wynika, ze T, 1 Hg®; moga byé nazwane uogélnionymi tenso-
rami naprezen Pioli-Kirchhoffa.
4.6. Grupa przemieszczen euklidesowych, Bedziemy méwili, 2ze dwa ruchy (x*(X, %),
d¥(X, t%)), (x(X, 1), dy(X, 1)) danego ciata z mikrostruktura réznig si¢ o przemieszczenie
euklidesowe, jezeli zachodzg zwiazki

x;'k(Xv t*) = Rijxj(X: t)+Sl)

4.16
( -) 5 (X, %) = Rijdo (X, 1), 1*=t+c,

gdzie R;; jest temsorem ortogonalnym. Podstawowe wilasciwosci zbioru przeksztafcen
(4.16), zwanego grupa przemieszczen euklidesowych, zostaly wymienione w p. 2.2.

4.7. Warunki niezmienniczoSci i zasady zachowania. Analogicznie do pracy Cosseratéw TOUPIN
[1964] przyjmuje, ze gesto§¢ dziatania jest niezmiennicza wzglgdem grupy przemieszczen
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euklidesowych. Podobnie jak w p. 2.4 pracy mozna wykaza¢, ze zachodzi to wtedy i tylko
wtedy, gdy spelnione sa warunki:

oL oL
= i =0
(4.17) v, 0, Pr 0, Kiup ;
gdzie tensor K;; jest okre§lony zwiazkiem (2.12).
Rozpatrujac zasade Hamiltona (4.10) dla nastepujacych kombinacji wariacji zmiennych
niezaleznych

L dx =S, 0da =0, S =0;
2. bxi=0x;, Oduy=dy, 2ij=L2uH=0;
Ox; = %;, Oy =dy
otrzymujemy ponizsze zwigzki

(@.18) [pavie— [ [Fava— [ [ Tadar= [ [ 2Lava,
P i P I oP I p Ox;

(4.19) f(P[rxjrl-Q“{idan)dVlff— f f(F[ixfrl'G“[.-dan)dth*
P ! P

— [ [ Guxp+Hydpdddi = [ [ kynavat,
or I P

1

@20) [ (Pirondi-Davis— [ [ Fircdava-
P

1 P
— f f (Ti%+H dy)dAdt = — f aa—I;dth.
! oP I P

Z warunk6w niezmienniczoéei (4.17) gestoéci dziatania wzgledem grupy przemieszezen
euklidesowych wynika, Ze prawe strony réwnan (4.18)-(4.20) sa réwne zeru. Zatem lewe
strony sg rowniez rowne zeru, skad wynika

@.21) [Pavie= [ [FRavat+ [ [ Tdda,
P ! P I 9P

i

(4.22) f(P[ixj]‘I‘Q“[idnJ])de = f f(F[ixj]+G“[fdnj])dth+
P i P

+ f f(T[ix.i]‘|‘Hn[idaj])dAdt,
oP

I

@23) [t ohdy—Davfs = [ [ (Fx+edpdvar [ [ (Txe+HYd)dAds.
P I P I oR

Warunki powyzsze moga by¢ nazwane uogdlnionymi zasadami zachowania pedu (4.21),

kretu (4.22) 1 energii mechanicznej (4.23) dla ciala sprezystego z mikrostruktura. Z drugiej

strony mozna wykazacd, ze z tak okreslonych zasad zachowania pedu, kretu i energii mecha-

nicznej wynikaja warunki (4.17) niezmienniczo$ci gestosci dzialania wzgledem grupy

przemieszczen euklidesowych. Zatem za TOUPINEM [1964] mozna powiedzieé, Ze dla ciala
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sprezystego z mikrostruktura zasady zachowania pedu, kretu i energii mechanicznej sy
réwnowazne warunkom niezmienniczoéci ggstosci dziatania wzgledem grupy przemieszczen
euklidesowych.

4.8. Energia kinetyczna i potencjal sprezysty. R. A. TourIN [1964] zaklada, ze gestosé dziata-
nia ma postac

(4.24) L=T-W,
gdzie

1 .. Do . .
(4.25) T= 2 (QoXiXi+vdyidy;), Vel =900 =0, pp=10

jest gestoscia energii kinetycznej, natomiast
(4.26) W= W(d,. xix daix, X)

jest potencjalem sprezystym. Z (4.24) i (4.25) wynika, ze gesto$¢ energii kinetycznej jest
niezmiennicza wzgledem grupy przemieszczen euklidesowych, wektor pedu

Pi= 9055.'
jest rownolegly do predkosci x, i jest jej liniowa funkcja, natomiast uogdlniony ped
ng — ,,nbaibi

jest liniowa funkcja predkosci zmiany wektoréw kierunkowych.
4.9. Réwnania ruchu w opisie przestrzennym. Rownania ruchu (4.12) oraz warunki brzegowe
(4.14) w opisie przestrzennym maja postaé

Li, i+ = 0%,
(4.27) . L ..
hijin i K41 = 10+ ox x5,
(428) t_,-inj—t,- = 0, hkﬁnk—hﬁ = 0,

gdzie j = detx, g jest jakobianem odwzorowania X — x, n, jest wektorem jednostkowym
zewnetrznie normalnym do brzegu ciala w konfiguracji aktualnej,

—_— o n
ty = Txixj ks hagi = JVHy Xy, g G

sa odpowiednio tensorem naprezen Cauchy’ego i tzw. tensorem hipernaprqieﬁ (ang.
hiperstresses), '
dA dA

L T.-E, ]1ijEHnjdlligay

Il

sa uogblnionymi sitami powierzchniowymi,
Qij = v®d, ;dy;
Jjest nogdlnionym pedem, natomiast
0 =J"0
jest gestoscig materiatu w chwili 1.

Przedstawiony opis nie jest w ogdlnym przypadku kompletny. Dla przyktadu (4.12)
zawiera 3(n+1) rébwnan, podczas gdy (4.27) przedstawia tylko dwanagcie rownan. Podobnie
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wyglada liczba warunk6w brzegowych (4.14) i (4.28) oraz liczba niezaleznych skiadowych
uogdlnionego tensora naprezenia. Powyzszy opis jest kompletny jedynie w przypadku
n < 3. Dla n = 3 réwnania (4.27) i (4.28) opisuja ciato z mikrostrukturg doznajaca jedno-
rodnego odksztatcenia, rozpatrzone w ujeciu liniowym przez R. D. MINDLINA [1964].
Biorac czgéé antysymetryczna réwnad (4.27), i (4.28), otrzymujemy réwnania ruchu
higiig xtteinthn = 77 Crin
oraz warunki brzegowe Cosseratéw
hijyme—hrin = 0.

4.10. Miary odksztalcenia,. Wprowadzajac miary odksztatcenia R. A. TourIiN [1964] wyko-
1Zystuje zasade niezmienniczosci. Mianowicie z (4.24), (4.25) i (4.26) wynika, ze gestosé
dzialania bedzie niezmiennicza wzgledem grupy przemieszczen euklidesowych wtedy i tylko
wtedy, gdy niezmienniczy bedzie potencjal sprezysty. Mozna wykazaé, korzystajac np.
z twierdzenia Cauchy’ego (C. TrUESDELL i W. NoLL [1965, § 11]), ze zachodzi to wtedy
i tylko wtedy, gdy potencjat sprezysty jest funkcja nastgpujacych argumentdw

axr = Xi,kXi, L>
Aok = X kdais
(4.29) Aoxr = Xi ki Ls
= signdetx; x,

ra
i

Zatem agy, Aax, Aok Sa miarami ‘odksztatcenia oérodka z mikrostrukturg. Miara od-
ksztalcenia jest rowniez klasyczny tensor odksztalcenia wzglednego

1
(4.30) exr = 2 (axL—Ak1L)

oraz tzw. tensor odksztalcenia mikrostruktury wzgledem «makrostruktury»
(4.31) Yok = —(Aax—agDar)-
W przypadku gdy wektory kierunkowe sa wektorami materialnymi, tzn. gdy
dyi = x; x Dy,

to wszystkie skfadowe tensora y,x sa tozsamo$ciowo réwne zeru.

R.D. MINDLIN [1964] rozpatrzy} liniowa teori¢ ciala z mikrostruktura doznajaca
jednorodnego odksztalcenia. W przypadku n =3 oraz D,x = 8, zlinearyzowane miary
odksztatcenia (4.29),, (4.30) oraz (4.31) pokrywaja sie z miarami odksztalcenia Mindlina:

Agji ® Yoi, i = %aif)
(4.32) i N UG, )
Yai & PaitUia,
gdzie:
Yar = dui_Dai
nazwane jest tensorem dystorsji, %,;; jest tzw. gradientem mikro-odksztalcenia, natomiast
u; jest wektorem przemieszczenia.

Teorig ciata z mikrostruktura doznajaca jednorodnego odksztalcenia na innej drodze
zbudowali A. ERINGEN i E. S. SuaUBI [1964 a], [1964 b] oraz A. ERINGEN [1964]. Intencja
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ich byto wyprowadzenie wszystkich rownan osrodka w oparciu o zatozenie, ze pojedyncza
mikrostruktura jest klasycznym kontinuum. Jakkolwiek otrzymany uklad réwnan pod-
stawowych jest poprawny, to jednak pewne zastrzezenia wzbudzaja niektére przeksztal
cenia. Biegunowo-symetryczne zagadnienie koncentracji naprezef w takim ciele roz-
patrzyt J. L. BLEUSTEIN [1966].

A. E. GrREEN, P. M. NAGHDI i W. L. WAINRIGHT [1965] rozpatrzyli szczegdlny przy-
padek ciala dwuwymiarowego z jednym wektorem kierunkowym. Zbudowana przez nich
teoria ma opisa¢ zachowanie si¢ cienkiej powtoki.

4.11. Osrodek Cosseratéw. R. A. TOUPIN [1964] wyjasnit zwiazki przedstawionej teorii
z teorig braci Cosseratéw (por. p. 2). Osrodkiem Cosseratéw jest kinematycznie réwno-
wazne ciato z trzema liniowo niezaleznymi wektorami kierunkowymi przy dodatkowym
zalozeniu

(4.33) dydy = qu,, =const, a=1,273

oznaczajacym, ze wektory kierunkowe moga w procesie odksztalcenia doznaé tylko sztyw-
nego obrotu. Ograniczenie (4.33) jest réGwnowazne warunkom

@34) Odyjdty = 0.
Iub
(4.35) dydoy =0,

gdzie d*, jest bazq wzajemna wzgledem bazy d,,. Z réwnan (4.35) wynika, ze zasada zacho-
wania energii dla ciala sprezystego Cosseratow przyjmuje postaé

d . ~ . ~
(436) 'E fEd7)= f (fixl—i—Zl[lj]wij)d‘v—{— f (t,-x,+2'h[,~j](u,-j)da,
x(P x{P) X ,(oP)
gdzie
. I .. 1o s 0
EF=_— x,-x,-—l———~—‘v“bd id +——W,
2 @ 2 0o aibi 0o
natomiast
S
Wy = 5 d%ydy

jest tensorem predkoéci rotacji bazy wektoréw kierunkowych.

4.12. Ciecz anizotropowa Ericksena. J, L. ERICKSEN [1960, 1961, 1962 a, b, ¢, d] rozpatrzyt
ogdlna teorie oSrodka cigglego z jednym wektorem kierunkowym d,. Punktem wyjécia
jego rozwazan byly zasady zachowania przyjete w nastepujacej postaci:

d
4.37) — f@dvzo,
dt Xie)
(4.38) % f@‘i‘dﬂ: fhidd‘i" fkidva
X,(P) X(0P) x(P
(4.39) _57 fgfc,-dfu: ft,-da—i— ff,-dv,

X(P) X 6P) X(P)
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d . . "
(4.40) i f@(x[ixj]+d[idj])dv= f(x[ifj]‘*‘d[ihn)da‘*' J(x[ff,-]—l—d[,-/,-])dv,

xP X {0P) X(P)

) 1 .. 1,
(441) — 0 (€+—2— .X,')v,"]“—Q—’ d,d,) dv =

x(P)

= f (tix;+hidi— by da+ f(ﬁ)'c,-—}—l,»d,-—l—q)dv,
X‘(d.P) X,(P)

gdzie € jest gestoscia energii wewnetrznej, Ai; 1 /; sa uogdlnionymi sitami powierzchniowymi
i objetosciowymi, & opisuje przeptyw ciepla przez powierzchni¢ X, (0P), natomiast ¢ jest
wydajnoscia Zrodet ciepta.

Zasady (4.37) i (4.39)—(4.41) sa odpowiednio zasadami zachowania masy, pedu, kretu
i energii, natomiast zasada (4.38) ma opisywa¢ «lokalny ruch czastki materialnej». Wydaje
si¢ jednak, e nie mozna jej postulowal niezaleznie od zasad zachowania pedu i kretu.
Zauwazmy jeszcze, ze przyjmujac w réwnaniach Toupina (4.21), (4.22) d,; = (d;) otrzy-
mamy zasady zachowania pedu i kretu postulowane przez Ericksena. Nastgpnie jezeli
w zasadzie zachowania energii (4.41) zatrzymamy tylko czfony mechaniczne, to bedzie
ona réwnowazna réwnaniu (4.23) przy zalozeniach dy; = (d), v = (o).

Pewne problemy szczegdline dla cieczy anizotropowej rozpatrzyl P. N. KALONI [1965].
C. TrUESDELL i W. NoLL [1965, §§ 127, 128, 129] zebrali najciekawsze dotychczasowe
wyniki dotyczace rownani konstytutywnych postulowanych dla cieczy anizotropowe;j.

5. Material prosty z wiclobiegunowymi przemieszczeniami

5.1. Podstawowe okreslenia i definicie. Jak wiadomo, w klasycznej mechanice ofrodka ciag-
lego aktualne polozenie czastki materialnej X w przestrzeni euklidesowej wyznaczaja jej
trzy wspotrzedne przestrzenne x;. Sa one funkcjami czasu ¢ i wspotrzgdnych materialnych
X4 czastki ciata )

(5.1 xi = X{(Xa, 1).

Jezeli przyjmiemy, Ze do okre$lenia aktualnej konfiguracji czastki ciala oprécz (5.1) nalezy
podaé v pdl tensorowych

(52) X,'|Bﬂ‘ = x[lBg](XA> t), ‘B = 1, 2, LY,
gdzie oznaczono
Xi{Bg) = XiByBy... Bp>
to ciato takie nazwiemy cialem z wielobiegunowymi przemieszczeniami (ang. multipolar
displacements). Nowe zmienne kinematyczne x;g, zostaly nazwane przez A.E. GREENA
i R.S. RIVLINA [1964 b] 2%-biegunowymi przemieszczeniami, za$ ich pochodna materialna
. VilBg) = ki(a,,]

zostala nazwana polem 2’-biegunowych predkoséci (ang. 2 pole-displacement field, oraz
odpowiednio 2# — pole-velocity field).

Powyiszg koncepcj¢ uogdlnionego ofrodka cigglego wprowadzili A. E. GREEN
i R. S. RIvLIN [1964 b]. Zaproponowany przez A. E. GREENA i R. S. RIVLINA opis ruchu ciala
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jest w pewnym sensie rownowazny opisowi R. A. TourINa [1964] (por. p. 4) ruchu ciala
z mikrostruktura. Mianowicie jezeli w réwnaniach (4.2), zamiast wektordéw kierunkowych
d;, wprowadzimy odpowiednia liczbg p6l tensorowych xj g, w taki sposéb, by liczba tych
réwnan pokrywala sie z liczbg réwnan (5.2), to opis Greena i Rivlina bgdzie odpowiadat
opisowi Toupina. Réwnowazno$¢ opiséw w szczegblnym przypadku ciala z jednym wekto-
rem kierunkowym zostata wykazana w inny sposob przez A. E. GREENA, P. M. NAGHDIEGO
i R.S. RivLiNa [1965), a w przypadku ogdlnym przez Cz. Wozniaxa [1967a] (por. p. 5.6).

Jakkolwiek opisy Greena, Rivlina oraz Toupina sa kinematycznie réwnowazne, to
jednak ze wzgledu na bardziej ogolne podejScie do zagadnienia przytoczymy w tym roz.
dziale najwazniejsze rezultaty przedstawione w pracy A. E. GREENA i R. S. RIVLINA [1964 b].

5.2. Ruch sztywny. W pracy A. E. GREENa I R. 8. R1vLINa [1964 b] przyjeto, ze dwa ruchy
(xF = x¥ (X, %), xfpy = xi5, (X, (), (30 = X (X, 0), Xigy) = Xupy) (X, 0) cial z wielobie-
gunowymi przemieszczeniami rdéznia o ruch sztywny, jezeli zachodza zwiazki

xF (X, %) = () +Qi (D x (X, D—c; (],
(53) xiﬂi‘B,‘](X: t*) = Qij(t)-xj[lfg](X; t)a fg = 1’ ey Y
t* = t+a,

gdzie Q;; jest tensorem ortogonalnym.

Rézniczkujac wzgledem czasu zwigzki (5.3) otrzymamy
s 4)' oF(X, 1¥) = ¢ () + QD[ () — (LD [xF X, 1) —cF (M),
' s, (X, %) = Qi (Do (X, D2, ()X 8,(X, 1),

gdzie
Qij=—0u= Qiijk-
Z (5.4) wynika wprost
‘ Al = 0,0i54,5, of = 01,050,129,
(5.5) Afvi = Qi iy - Qi Ay dpe>

* '__
Bigg): 40 = Binp: 4
gdzie oznaczono

Aij =204 5, oy = 20,4y,
(5-6) AI{:‘M} = Diliy)»
By AlAa) = D, d Xmn{By), (4} T Xm, AVm(By), 1 4al -
Z (53) Wy_ni_kajq rdwniez zwigzki
(5.7 Efp): aia0 = Eigy): a4
gdzie Ep,: A4, jest miarg odksztalcenia zdefiniowana nastgpujaco:
(5.8) Eipyy: Alde) = X, AXm(Bg), 14

Klasyczny lewy tensor odksztalcenia Cauchy'ego-Greena oznaczaé bgdziemy symbo-
lem EAB'
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O dwéch ruchach (xf = xf(X, *), x¥p, = xis,(X, %)), (xi=x(X,1), Xiipy =
= X8,(X, 1)) bedziemy méwili, ze w danej chwili #, réznia si¢ o predkosé ruchu ciata
sztywnego, jezeli zachodza zwigzki

xF (X 1) = xi(X, 1), Xiipa(X, to) = Xipy(X, to),
(5.9 vF (X, 1) = 0, (X, t)-Fbi+-9;;x; (X, 10),
Vi (X, t0) = Viipp (X, 10) +92i;%518,/(X, 1)

Charakterystyka kinematyczna (5.3), wielobiegunowych przemieszczen pokrywa sig

z podang przez R.A. TouriNa [1964] dla wektoréw kierunkowych. A.E. GREEN

i R.S. RivLin [1964 b] wprowadzili réwniez wielobiegunowe przemieszezenia Xy, ..,
z charakterystyka kinematyczng ‘

Xiiy..ig(X, 7%) = Qi; (D) Qi (O) v Qupip (D5, (X, 1)

nie réznigca si¢ w zasadzie od (5.3).. Dopiero w poézniejszej pracy [1965] wspdlnej
z P. M. Naghdim mozna znalezé wzmianke o wielobiegunowych przemieszczeniach z cha-
rakterystykg kinematyczna

xiil...i,i,“...iﬂ(X; T*) = Qij(T)Qilh(T) Qimja(T)Qlu-{»ljafl (t) Qiﬂjﬂ(t)xjjl-~~j:tj:t+1n-.iﬂ(X7 T)'
Maisicu [1964 c], [1965 b, ¢, e, f, g], [1966] rozpatrzyt podobne pola kinematyczne i efekty
mechaniczne z nimi zwigzane. '

5.3. Wielobiegunowe sily masowe i powierzchniowe. Jezeli Fips):(4. OTAZ Dypyii4, Sa tenso-
rami i jezeli
Fipg): 142 VitBg) : (4a)
oraz
DBy} (A ViiBg), (4

sg gestosciami pracy odpowiednio na jednostke masy i powierzchni, wtedy Fis.(4,) oraz
PilBy): 14, Nazywaé bedziemy 2°*/-biegunowymi (f+1)-go rodzaju sitami masowymi
i powierzchniowymi (ang. odpowiednio body force 2*+# —pole of the (f+1)-th kind oraz
surface force 2#+* — pole of the (f+1)-th kind. Wedtug powyzszej terminologii wielo-
biegunowe sily rozpatrzone we wczesniejszej pracy A. E. GREENA i R. S. RivLINA [1964 a]
(por. p. 6) sg sitami 2*-biegunowymi pierwszego rodzaju.

Wielobiegunowe sity powierzchniowe dzialajace na ptaszczyZnie parametrycznej
Xx = const sa oznaczone symbolem gkp,).14, 1 Dazwane 22 _biegunowymi napreze-
niami (f+1)-go rodzaju (ang. surface stress 2**#-pole of the (-4 1)-th kind).

W dalszym ciagu punktu bedziemy rozpatrywaé materiat z sitami 28-biegunowymi
(B+1) rodzaju. Wzorujac sie na terminologii Nolla mozna go nazwaé materiatem prostym
z wielobiegunowymi przemieszczeniami.

5.4. Energia kinetyczna. A. E. GREEN i R. S. RIvLIN [1964 b] zakladaja, ze gestosé energii
kinetycznej dla materiatu z Wielobiegunowymi przemieszczeniami ma postaé

v
1 1 Al
F vt Y\ 4,0:1B5) Vil 40 Vi1B) 5

a,f=1
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gdzie
(5.10) Yida:sp = Yig):140)
sq tensorami stalymi w czasie. Nie trudno zauwazy¢, ze tak okreslona energia kinetyczna
jest niezmiennicza wzgledem grupy przemieszczen euklidesowych (por. p. 4.8) oraz jest
quasi-diagonalna forma kwadratowa argumentéw v;, w4, (f=1,2,...,%). Przyjeta
posta¢ energii kinetycznej jest zupetnym analogiem postaci przyjetej przez R. A. TOUPINA
(1964] [por. réwnanie (4.26)].

5.5. Zasada zachowania energii. Zasada entropii. A. E. GREEN { R, S. RivLiN [1964 b] postuluja
zasade zachowania energii i zasade entropii w ponizszej postaci:

Pf@o(vﬂ}z"‘ U)dv = Pf@o(""ﬂ”ﬂ‘ ﬁgEfBﬂlvifBﬂl)dV+

[5.11) + f(~/7o+Pin+ ann,nvimm)dA
AP . f=1
f (S'— : )dV—i— M ga=0
¢ T T
P P

gdzie g, jest gesto$cia masy, U gestoscia energii wewnetrznej, r wydajnoéeia zrodet ciepta,
ho wplywem ciepla przez powierzchnig 0P, S gestoscia entropii, T temperaturg bezwzgledna,
F; sa sitami masowymi, p; sitami powierzchniowymi, natomiast f,-w,,, sprowadzonymi
wielobiegunowymi sifami masowymi zdefiniowanymi nastgpujaco:

(5.12) Fi(B,;] = Fygp— 2 Y do): (Bp) Vit
a=1

A. E. GrReeN 1 R. S. RIvLIN zakladaja nastepnie, ze wszystkie wielkosci z wyjatkiem
predkosci v;, wystepujace w (5.11) sa niezmiennicze wzgledem natozonej statej predkoécei
ruchu postepowego. Z powyzszego zalozenia wynika zasada zachowania pedu

(5.13) [otiav = [oFav+ [pdd,
P P or

a zatem \_zvynikajq réwniez klasyczne réwnania ruchu
(5.14) ki, x+ 00 Fi = 00V;
oraz warunki brzegowe

(5.15) pi = Ngmg;.

Rozwijajac zasade zachowania energii dla infinitezymalnego czworo$cianu ograniczo-
nego plaszczyznami parametrycznymi Xx = const oraz ptaszczyzna z wektorem jednostko-
wym N zewnetrznie ortogonalnym do niej 1 korzystajac z klasycznych warunkéw brzego-
wych (5.15) otrzymujemy:

(5.16) ZE,’[B,,)‘UHBB]"‘E) =0,
g=1
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gdzie(3)
Pitsp) = PiBy—NkZkupy, h = ho—Ngqx,
a qg sa strumieniami ciepta.

Nastepnie korzystajac z (5.14), (5.15) i (5.16) oraz twierdzenia Greena mozna zasade
zachowania energii (5.11)1 przedstawi¢ w postaci rézniczkowej

. T
(5.17) 0o —qx, k—00 U~-mgiv; x + Z Ty By) Vit By) T kil Vitsgh k = 0,
. i= f=
gdzie(¥)
(5.18) Ty = 00 Fisp+7kiinpl k-

Postugujac sie uprzednio wprowadzonymi oznaczeniami (5.6) otrzymujemy podstawowe
réwnania (5.16) i (5.17) w nastepujacej postaci:

T 1 o o
(5 19) Z pi[B/,] (XA,l'-B(B/]}.'A_ 7 Ami meB/,]) ‘hO_ ‘2_ Wy i Zpijli,,]xmlﬂ/,] == 0,-
Bz =

ol ) 1 /
(5.20) ol — gk, K“QoU‘f‘—_ AwmiTogem Xi, k + == Qi Tyem Xi, k-
2

2
v v
— \ !
+X4 Ty Bipgy: a+X 4. 7z By ax = 0,
B=1 p=1
gdzie(s)
v
(521) 71:4,,, = ﬂAm—XA,i Z (ﬁilBglxm[B,;]+7tKi[B/,IxmlBg]»K)'

B=1
Nastepnie A. E. GREEN i R. S. RivLIN [1964 b] zakladaja, Zze wielkosci

hO; IJK,PIQB,,}, r, U’ TCKm > ni[ﬂ/]l) TURi|Bp)

s niezmiennicze wzgledem naloZonego statego ruchu obrotowego(s). Jako konsekwencje
powyzszych zatozen otrzymuje si¢ nastepujace zwiazki

(5.22) Zﬁ[iwmxjnaﬂ] =0, skm¥nx =0,
g=1

(®) Réwnania (5.16) wskazuja na to, ze warunki brzegowe (4.14) otrzymane przez R. A. ToupINA
[1964] nie zachodza dla materialu niesprezystego.

() Zwiazek (5.18) jest odpowiednikiem rownan ruchu (4.12): TOUPINA.

(5) Tensor 7/, jest pelnym odpowiednikiem tensora K;; (por. rownanie (2.12) (wprowadzonego przez
R. A. Tourina [1964)).

(6) Wystarczy spojrzeé na budowe wzordw (5.18) i (5.12), aby zauwazyé, ze zalozenie o niezmienniczoscei
tensordw ﬁil Bp) zostato przyjete w celu unikniecia niekonsekwencii mechaniki Newtona, na ktérej gruncie
zostala zbudowana cala teoria.
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Wobec (5.22) réwnania (5.19) i (5.20) redukujg si¢ do postaci

ol | -
(5.23) Z pilBﬁ)(XA, iBipgy:a— 5 A xmlBﬂ}) —hy=0
B=1

oraz

. 1 , —
(5.24)  oyr—qk,k—0, U+ 5 Apmi TmXi, kX4, i 2 (T py\Bisy) : 4+ 7kin, Bisg): ax = 0.
A=l

Réwnanie (5.22), jest réwnowazne warunkom (4.17); niezmienniczoéei gestosci dziata-
nia wzgledem grupy przemieszczen euklidesowych podanym przez R. A. ToupiNa [1964].
Mozna przewidzie¢, ze réwnania (5.22) sg inaczej zapisanymi warunkami brzegowymi
oraz réwnaniami ruchu Cosseratow.

A.E. Green i P. M. NagHDI [1965 b, 1966] opierajac sie na zasadzie zachowania
energii, zasadzie entropii oraz na zasadach niezmienniczo$ci w podobny sposéb wyprowa-
dzili warunki nieciagtoéci dla ciata z wielobiegunowymi przemieszczeniami.

5.6. Material sprezysty prosty. A. E. GREEN i R. S. RivLin [1964b] materialem sprezystym
nazywaja material, dla ktérego zachodza zwigzki:

U= U(S, Xi, 45 Xi{By}» xilBy},A):
My = 70k (S, Xi, a5 XliBy)» xilB.,},A),
k1 By = Tk By (S5 Xi, As XilBy1> X1y}, 4) 5
(5.25) Ty = Tip,(S, Xi, 4> XuB,l» XiB,), A) > v 1,2
T = T(S, X1, 45 Xi(B,)> XiB,), 4)>
ﬁi{Bm = ﬁi[B,,|(S, Xi, 4> Xi(B,)» XilB,), 4> NK),
o = ho(S, Xi 45 Xus,y» Xus,1, 4> Toays Ni),
qx = qx (S, Xi, 4, Xup,)» Xitg), 4> T)14,)-

Dla danego odksztatcenia i entropii pola wielobiegunowych predkosci mogg byé
wybrane niezaleznie, zatem z (5.25) 1 (5.23) wynika

(5.26) ho=0, Bipy =0
lub
(5:27) hy = Nxqx,  Piusy = Nx7kis,)-

A. E. GReeN i R. S. RIVLIN postuluja nastgpnie obiektywno$¢ gestosci energii wewngtrznej,
tzn. zakladaja, Ze jest ona niezmiennicza nie tylko wzgledem nafozonej predkosci ruchu
sztywnego, ale jest niezmiennicza réwniez wzgledem natozonego ruchu sztywnego. Mozna
wykazaé, ze energia wewnetrzna U bedzie wielko$cia obiektywna wtedy i tylko wtedy, gdy
bedzie ja mozna przedstawi¢ w ponizszej postaci:

(5.28) U= U(S, E.an, E,: 4, Eny:ax)s 7= 1,2, ...,
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Korzystajac z (5.27);, (5.28) i (5.24) oraz z twierdzenja Greena-Stokesa mozna zasade
entropii (5.11), przedstawi¢ w nastgpujacej postaci rézniczkowej:

oU qKT K 1 P oU
L Sl S — 2 4,
(529) QO( 3S ) S T Jf_ 2 xr,K T gm 2Qoxm, A 8EAK m +
- _ aU ZL’ U
+XA,itZ(ﬁqsﬂ}—gox\i,um)B(B,,];A-|‘XA,l < (”K:lBﬂ) foXi, B ‘éE(Bp]:BAj By ax—
o
ou U
— D) | Buagcatsoe— Bigy:ax| = 0.
ﬂgl (3Ew,n:A At G By ax [B”"AK)

Dla danego stanu odksztalcenia i entropii powyZsza nier6wno$¢ musi by¢ spelniona dla
dowolnych wartosci S, Ami, Big,). 4, Binyy: ax » ktére moga by¢ wzigte niezaleznie od siebie.
Zatem mamy

oU oU
5.30 e ——=0, ———— =0, »+l<pf<y,
(5.30) IE ). 4 9Ep,); ax A
oU
5. = e
(5.31) T=—<,
, U
Tgm = 2'Qoxm, A‘aEA'K' ’
- oU
5.32 T = Xi Ao Ty = 1, 2,- » Yy
(5.32) {Bg) = Q0Xi, A OEin s
N
KilBp) Qo I’AaE{B/”:AK )
(5.33) —qxT.x = 0.

Réwnania (5.32), sa odpowiednikiem réwnan ruchu wyzszego rzedu Toupina (4.12),.
Réwnania (5.32); odpowiadaja zwiazkom (4.13);, natomlast zesp6t réwnah (5.21) i (5.32)
odpowiada zwigzkom (4.13,).

A. ERINGEN 1 E. S. SuHUBI [1964 a, b] oraz A. ERINGEN [1964] zbudowali teorig tzw.
mikromateriatu prostego, ktéry jest kinematycznie réwnowazny ciatu z dwubiegunowymi
przemieszczeniami. Koncepgja mikromaterialu byta przedmiotem krytyki A. E. GREENA
[1965 a]. Autorzy chcieliby zwrécié uwage na to, ze w pracy A. E. GREENA nie wszystkie
przeksztalcenia sa poprawne. Ogélnie wydaje sig, ze w ramach klasycznej mechaniki New-
tona nie mozna z zasad niezmienniczoéci wydedukowaé zasady zachowania masy.

Pojgcie sprezystego kontinuum wielobiegunowego (oraz kontinuum z mikrostruktura)
zostalo przez Cz. WoZNIAKA [1967 a] rozszerzone na zagadnienia termosprezystosci.
Oprécz wielobiegunowych pél przemieszezen (wzglednie pél wektoréw kierunkowych)
wprowadzono i zinterpretowano takze «wielobiegunowe» (wzglednie «zorientowane»)
pola temperatury. Energia swobodna ¢ zalezy wtedy od parametréw mechanicznych xy, 4,
Xka> Xk, 4, temperatury 6 oraz dodatkowych parametréw termicznych 0,. Wystgpujace
tu wskazniki gotyckie mozna traktowaé albo jako martwe (wtedy a = 1,11, ...), albo jako
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przebiegajace ciagi indekséw materiatowych (wtedy a = 4,, 4, 4;,, A; A1 Ay, ...). Tym
samym wszystkie otrzymane zwigzki w cytowanej pracy mozna interpretowa¢ badz w sposéb
przedstawiony w p. 4 (tj. oparty na podejsciu Toupina), badz w réwnowazny sposéb stoso-
wany w tym punkcie pracy (oparty na podejéciu Greena-Rivlina). Rownania stanu dla
tensora naprezen f,, oraz tensora hipernaprezen 7;,, majg postaé:

Ay A
te = 0 5= X1 4 Nlok = 057 =Xy 4.
(5.34) o o
o dy
fmk,l‘f'_fnk =0,
ONLn

w ktérej ;f;,,\. sa tensorami (wektorami) g@stoéci hipersit objetosciowych., Oprocz gestosei
entropii 17 = —a/d0, w omawianej teorii pojawiaja sig rowniez dodatkowe wielkosci
dy = —dg/dD, charakleryzujace rozkiad entropii. W nastepnej pracy tego autora [1967 c]
rozpatrzono bardziej jeszcze ogdlny model termosprezystego kontinuum, w ktérym para-
metrami stanu sa gradienty przemieszczenia, przemieszezenia wielobiegunowe i ich gra-
dienty, temperatura i gradienty temperatury oraz «wielobiegunowe» pola temperatur
i ich gradienty.

6. Osrodki niegiroskopowe wyzszego rzedu

6.1. Podstawowe okreSlenia i definicje. Pojecie materiatu nieprostego wyzszego rzedu zostalo
wprowadzone w p. 2. W niniejszym punkcie zajmowac si¢ bedziemy oérodkiem niezyrosko-
powym n-tego rzedu. Rozpatrywany osrodek rozumiany jest w sensie W. NoOLLA [1958]
(jedynymi niezaleznymi zmiennymi kinematycznymi sa wspdirzedne przestrzenne x;).
Material nieprosty dowolnego rzedu byt rozpatrywany w pracach A. E. GReeNa i R. S. Riv-
LINA [1964 a], [1965] oraz A. E. GREENA 1 P. M. NaGHDIEGO [1965 a]. Liniowa teorig
materiatu nieprostego trzeciego rzedu wraz z zastosowaniem do opisu napieé powierzchnio-
wych rozpatrzyt R. D. MimNDLIN [1965]. Teoria materialu nieprostego drugiego rzedu
wraz z omOwieniem prac dotyczacych tego zagadnienia zostata rozpatrzona w p. 2. Niniejszy
punkt (z wyjatkiem p. 6.7) zostanie oparty czgéciowo na pracy A. E. GREENA iR. S. RivLINA
[1964 a], rozwazania ograniczymy jednak tylko do pdl mechanicznych(7).

6.2. Zasada zachowania cnergii (opis przestrzenny). Podstawe rozwazan A. E. GREENA
i R.S. RivLINA [1964 a] stanowia: zasada zachowania energil i zasada entropii. Ograni-
czymy sie tylko do pierwszej z nich. O$rodkiem ciagtym (v+1)-go rzgdu nazywaé bedziemy
oé$rodek, dlu ktorego zasada ta ma postaé:

L O - - N
(61) f Q(‘U,"Ui+ U)d‘v = f 0(/_1 ‘,-miv,,,,-m)(/v—i— ‘ (— ‘21 f“ﬂ,,“z)i,””]) (](I,
X P xXipy =0 XdePy - i#1=0
w ktérej v; jest polem predkosci, o jest gestoscia, U gestoscia energii wewnegtrznej, natomiast
Fiyioraz ;53 zdefiniowanymi w p. 5 2P.biegunowymi sprowadzonymi sitami masowymi

i powierzchniowymi pierwszego rodzaju. Wielobiegunowe sity powierzchniowe dziatajace

() W cytowanej pracy postulowano klasyczng postaé zasady entropii [przy rozszerzonej postaci zasady
zachowania energii, por. (6.1)], co prowadzi do wnioskow sprzecznych z elementarnymi rozwazaniami
geometrycznymi i fizykalnymi, por. Cz. Wozniak [1967 b].

7 Mechanika teoretyczna
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na plaszczyznach parametrycznych, zwane wg terminologii Greena i Rivlina 2*-bieguno-
wymi naprezeniami pierwszego rodzaju, sa oznaczone symbolem aj;, ;. Tensory E,ﬂ},-,
tini oraz wielobiegunowe naprezenia oy, sa z zatozZenia wielkosciami symetryczn_}{mi
wzgledem indeksow {ig}. W pracy A. E. GREENA i R.S. RIVLINA [1964 a] zamiast Fy;,;
wprowadzono do zasady (6.1) wielkosci Fy,);.

Rozwijajac zasade zachowania energii dla infinitezymalnego czworodcianu ograniczo-
nego plaszczyznami parametrycznymi x; = const oraz plaszczyzng z wektorem jednostko-
wym 7, zewnetrznie normalnym do niej otrzymujemy:

v
(6.2) S (tip1i— 1503 ) Vi, (i) = 0.
=0
Nastepnie korzystajac z (6.2) oraz z twierdzenia Greena-Stokesa mozna zasadg¢ zachowania
energii przedstawi¢ w postaci rézniczkowej
v
(63) (o +oF)ui—oU+ 2 (T31031.5 F 0G0 1 0F i) Vitig 001, 0 1Vitiv ) = 0e
p=0

6.3. Warunki niezmienniczo$ei. Rozumujac podobnie jak w p. 5 mozna z rownan (6.2)
i (6.3) wydedukowa¢ nastepujace warunki z niezmienniczosci tensoréw_jﬂ,-,,]i, Higi» U oraz
naprezen wielobiegunowych oy, wzgledem natozonej predkosci ruchu ciata sztywnego
(6.4) =104, g = 150
(6.5) ool =0, &, i tomteFuy = 0.

Réwnania (6.4) sa warunkami brzegowymi Cosseratow, natomiast réwnania (6.5) sa
rownaniami ruchu o§rodka Cosseratow. Z réwnan (6.4) wynika, ze w1e|k0501 0'ji OTAZ O jpkiy
s odpowiednio tensorami o walencji dwa i trzy.

G.4. Zasada zachowania energii (opis materialny). W opisie materialnym réwnania (6.1)-(6.3)

przyjmuja postaé

. ) . . 5
(66) f Q()(‘U,“U—i- U)dV: J QO(_\J -F|A/,]i'vi[Aﬂ|) {/V+ J (2 )l-*l/ili‘vil/’/il) (]A,
P P 5=0 oP  3=0
a
6.7 _\J (P{A,,:I“NBVTB(A,,H)WI:A,,\ =0,
f=0

(6.8) (721, 5+ 00 Fi*‘Qoi)i)”i“OOU‘i‘

- 2 (i, 5700400 00 Pl ) Vi, tApy T Tt DV (A ) = O,
f=1

gdzie EA/,,,-,plAﬂ,,-,nBMm{ sq odpowiednio 2f-biegunowymi sitami masowymi, sitami po-
wierzchniowymi i naprezeniami. Z réwnan (6.6) oraz (5.11), wynika, ze o$rodek niegiro-
skopowy jest kinematycznie réwnowazny osrodkowi z wielobiegunowymi przemieszcze-
niami dopuszczajacymi w charakterze potencjatu pola wspolrzednych przestrzennych x;.

6.5. Material sprezysty. Rozpatrywany w tym punkcie material A. E. GREeNi R. S. RIVLIN
nazywajg sprezystym, gdy

L]
U= Ui a0  Pragi = Pagi(xi, 14,0, Ni),

(69) ”B{A,q'i == ”B‘A/J]i(xf:(/‘u])’ "= 1,2, ey Yy v > ’I'—{—l.
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Poniewaz dla danych gradientéw odksztalcenia x; (4,) mozna niezaleznie dobraé pola
predkosci v; oraz pola gradientéw predkodci v; 4, zatem z (6.7) i (6.9) wynika
(6.10) Patwi = NpTogiap;.

Korzystajac z (6.10) i (6.8) oraz z twierdzenia Greena-Stokesa mozna zasade (6.6) przed-
stawi¢ w postaci:

o\ _ 2U
(6.11)  (mp; p+o0oF)vi+ Z (nBIA,,II,B+”({Ap))I+QO-F|Aﬂ]i_QO ——) Vit
= 0%i, 4y
+- (n i—0 v v; 5} ou =
Ol Y A ) m”wm = 0.

B=vi2

Powyzsza réwno$¢ zachodzi dla dowolnych v;, v;, 14, przy danych xi,. Wynika stad, ze

pi 00 Fi =0,
— aoU
(6.12) B A i, B A+ 00 Fla i — 0o T =0, 1<p<y,
ildg
ou
T Ay aDi — Qo S 0
LAy
oraz
0
(6.13) U _0, wi2<p<y.
axl,(/iﬂl

6.6. Warunki obiektywnoSci gestoéci energii wewnetrznej. A. E. GREEN 1 R.S. RIvLIN [1964 a]
zakladaja, Ze gesto§¢ energii wewnegtrznej U jest wielkoscia obiektywna, tzn. ze dla
dowolnego tensora ortogonalnego Q;; zachodzi réwnanie

(6.14) U(x;,(A,,)) = U(Q;ij,Mﬂ)), g=1,2,...,v+1.

W sposéb podobny jak w p. 5 mozna wykazal, ze (6.14) zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy U da sie przedstawi¢ w nastgpujacej postaci:

(6.15) U= U(EBIA,,]), /3=1,2,...,11+1,
gdzie
(6.16) Epiap = Xi, 51,145

Nastepnie mozna wykaza¢, Zze warunkami koniecznymi i dostatecznymi obiektywnosci
gestosci energii wewnetrznej sa réwnania

v . v

1 ~ B
(6.17) 2, (7eB14a)t, BT A gD+ Qo Fl4 p)1) X, 14 ) — Z (72814 514, BF 7014 g1+ Q0 Fia g1 1) X, +-
f=1 f=1

+27544,, DX 1,140, = 0.

Roéwnania powyzsze sa inaczej zapisanymi réwnaniami ruchu ciata Cosseratow.

7¥
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6.7. Materialy sprezyste termicznie nieproste. Pojecie materiatu nieprostego nie tylko mecha-
nicznie lecz réwniez termicznie zostato wprowadzone w p. 3.1. Parametrami stanu sa
w takim materiale nie tylko pierwszy oraz wyzsze gradienty odksztatcenia i temperatu ra 0,
lecz réwniez gradienty temperatury. Podstawowy uktad réwnan materiatu rzedu n—+1,
wyprowadzony i oméwiony w pracy Cz. WozZNI1AKA [1967 b], sktada si¢ z réwnaf ruchu

titfi =0,

6.18 -
( ) (tkn[mxl].ﬂ),k‘I’t[lm]—I_fn[mxl].ﬂ = 0’

réwnan stanu

dp dp )

7 = ‘ s

et (o, wHfae) X1, 4 Q(Zac nxk st o~ 3Comn Xk, pa] X1, 4
(6.19)

_ op
ok Xy, 1 Lisayk, 1 Hfisaye = 0 7Cus - Xk, 4>
n
w ktérych Cyup = xi, axp 3, Capy = Xk, 4 X po» OTAZ z rOwnania przewodnictwa cieplnego
(6.20) By to(ch+c,0 )+ ( TR ) Capt
. i, iT0 aY,a Q aCABaO aCABaO AB

37'(79 aij .

e (ac,waae 3 i, 0"’) Camteh =0,
w ktérym A; = h,(0,;, 0 ,) jest wektorem przeplywu ciepta. Wskazniki gotyckie w powyz-
szych wzorach przebiegaja ciag indekséw materiatlowych (0 = 4y, 414y, -, A1 A ... A4),
przy czym fag = 0, faw = 0 dla a = A, 41 ... 4,. Wielko&ci fy, faax sa sitami objetoécio-
wymi, a wielkoSci ¢, ¢, charakteryzuja pojemnoéé cieplna ciala. Bardziej ogdlny model
materialu nieprostego mechanicznie i termicznie (z wewnetrznymi stopniami swobody
i wielobiegunowymi polami temperatury) rozpatrzono w uprzednio juz cytowanej pracy

tegoz autora [1967, c].

7. Mikrostruktura konstrukcyjna i oSrodek wléknisty

7.1. Pojecia wstepne. W punkcie tym przedstawimy model ciagly cial, w strukturze ktorych
mozna wyrozni¢ pewien «powtarzajacy sie» element skladowy. Element ten nazywamy
dalej czastka ciata. Zakladamy, ze: 1) wszystkie wymiary kazdej czastki danego ciala sa
bardzo niewielkie wobec wymiaréw catego ciala; 2) wszystkie parametry geometryczne
(ksztalt, wielkos¢, konfiguracja), statyczne (sposéb obciazenia) oraz fizykalne (material)
kazdych dwéch sasiadujacych z soba czastek niewiele roznia sie od siebie; 3) modelem
czastki jest klasyczny ofrodek ciagly (z symetrycznym tensorem naprezenia). Ciato utwo-
rzone z czastek 1 spelniajace powyzsze trzy zalozenia nazywamy cialem o mikrostrukturze
konstrukcyjnej, w odréznieniu od tzw. mikrostruktury materialowej oraz formalnie wpro-
wadzonej mikrostruktury oméwionej w punkcie czwartym. Przykladem ciat o mikrostruk-
turze konstrukcyjnej sa np. geste i regularne siatki pretowe, materiaty zbrojone gestymi
siatkami, dZwigary powierzchniowe o gestej i regularnej perforacji itp.

Teoretycznie, ciata o mikrostrukturze konstrukcyjnej mozna opisa¢ za pomocg réwnan
klasycznego osrodka ciaglego. Praktycznie jednak opis taki jest niecelowy z uwagi na
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wystepowania w obszarze zajgtym przez ciato bardzo duzej liczby powierzchni nieciagto$ci
(wywolanych np. skokowymi zmianami wlasnosei fizykalnych w przypadku materiatow
zbrojonych siatkami) lub duzej liczby otwordw (np. w dZwigarach perforowanych) itp.
W zwigzku z tym nasuwa si¢ koncepcja fenomenologicznego opisu ciala o mikrostrukturze
konstrukcyjnej za pomoca nieklasycznego lecz ciaglego i jednospdjnego modelu konty-
nualnego. Model taki nazwijmy o$rodkiem ciagtym o mikrostrukturze konstrukcyjnej.

Jest rzecza oczywista, ze dane ciatlo o konstrukcyjnej mikrostrukturze mozna opisaé
za pomoca réznych modeli (réznych typow osrodka cigglego o mikrostrukturze konstruk-
cyjnej) w zaleznosci np. od stopnia dokfadnosci takiego opisu. Korzystajac z prac
Cz. WoznNIAKA [1966 c-f] ponize] wyprowadzimy najpierw ogdine rdwnanie osrodka
ciagtego o mikrostrukturze konstrukcyjnej (p. 7.3 i 7.4), a nastgpnie omdéwimy tzw. ciala
o strukturze siatkowej, bedace waznym przypadkiem szczegdlnym ciat o mikrostrukturze
konstrukeyjnej (p. 7.5). Ogélne réwnania osrodka cigglego o mikrostrukturze konstruk-
cyjnej stanowia punkt wyjscia do otrzymania réwnan tzw. teorii «pierwszego przyblizenia»,
majacej duze znaczenia praktyczne (p. 7.6). Na zakonczenie punktu (p. 7.7) zwieZle przed-
stawimy uzyskane w tym zakresie rozwigzania, mozliwosci uproszczenia réwnaf teorit
«pierwszego przyblizenia» (efekty brzegowe, teoria «bezmomentoway, teoria «skrepowa-
nych obrotéw») jak rdwniez niektdre perspektywy dalszego rozwoju teorii.

7.2. Kinematyka i geometria ciala o mikrostruktuize konstrukeyjnej. Niech M bedzie obszarem
trojwymiarowej przestrzeni Euklidesa zajetym przez cialo w chwili v = 7,(8). Parametry-
zujemy obszar M kartezjanskim ortogonalnym ukladem wspdirzgdnych. Oznaczmy przez
Y* wspbhrzedne dowolnego punktu ciala oraz przez Yf, wspétrzedne $rodka masy jego
K-tej czastki (K =1, 2, ..., N, gdzie N jest liczba czastek ciata). Parametryzujemy niezaiez-
nie obszar K—téj czastki ciata (K =1,2,...,N) wspétrzgdnymi kartezjanskimi YN&) =
= Y*—Y{; punkt 17(“,() = 0 jest wtedy $rodkiem masy K-tej czastki. Powyzej wprowadzone
wspotrzedne bedziemy traktowaé jako wspdirzedne materialne ciata, a obszar M nazwiemy
konfiguracja odniesienia tego ciala.

Niech y* beda (w przyjetym powyzej ukladzie wspoétrzednych) wspéirzednymi miejsca,
ktére w chwili 7 zajmuje punkt materialny ¥*. Niech nastgpnie yjx, oznacza wspélrzedne
miejsca zajmowanego w chwili 7 przez §rodek Y, masy K-tej czastki ciala (K=1,2, ...,
..., N). Utwérzmy w obszarze bk, zajetym w chwili 7 przez K-ta czastke ciala, réznicg
Vi) = ¥'—yixy. Réwnania ruchu K-tej czastki ciala mozemy wtedy napisaé w ponizszej
postaci

(1) Yo =¥ (o, ), .

' Yy = V(X o+ Yy, )3T, T).
Przyjmujac w (7.1) kolejno K= 1,2, ..., N, otrzymamy réwnania ruchu rozpatrywanego
ciala.

Przeprowadzimy przez punkt y{i{ ptaszczyzne = o wektorze jednostkowymn normalnym
do niej. Podzielmy zbidr czastek otaczajacych K-tg czastke ciata na dwa podzbiory 2XH,
21-) zaliczajac do X te czastki, ktdrych §rodki leza w chwili T na plaszczyZnie = lub po
jej ujemnie zorientowanej stronie.

(®) W dalszym ciagu punktu okreslenia «cialo o mikrostrukturze konstrukcyjnej» zastapimy kolejno
okreéleniami «cialo» oraz «kontinuum» lub «model ciala»,
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Oznaczmy przez 7 wektor jednostkowy, zewngtrznie normalny do powierzchni s,
otaczajacej obszar b, zajety w chwili v przez K-ta czastke ciala. Zatdzmy, ze dla kazdej
czastki ciata dana jest funkcja

(1.2) APy = AP y(n, A1),

przy czym 4 P, jest elementem plaszezyzny 7, przez ktory nalezy podzieli€ sifg kontaktowa
dzialajaca na element powierzchni s, o normalnej #, aby otrzyma¢ odpowiadajaca jej
elementarna $rednig site kontaktowa pomiedzy podzbiorami X(=) i XV, przypadajaca na
jednostke ptaszczyzny m. Inaczej méwiac, funkcja (7.2) charakteryzuje intensywno$é
(uéredniona w otoczeniu kazdej czastki), z jakg oddzialywanie przez element powierzchni
S(xy © normalnej A zostaje przekazane przez plaszczyzng m o normalnej n. Funkcja (7.2)
okredla tym samym sposéb powiazania sasiadujacych ze soba czastek, a jej posta¢ mozna
okresli¢ w sposéb Scisty dla tzw. ciat o strukturze siatkowej (por. p. 7.5).

7.3. Model szeSciowymiarowy i model tr6jwymiarowy ciala. Oznaczmy przez b = b(x") obszar
w tréjwymiarowej przestrzeni Euklidesa, zalezny w sposob ciagly od zmiennych x/, ktéry
dla x' = pig, pokrywa si¢ z obszarem b, (K = 1,2, ..., N, por. p. 7.2). Powierzchnig
otaczajaca obszar b(x") oznaczmy przez s = s(x'). Zastapmy nastgpnie 6N zwiazk6w
(7.1) sze$cioma ponizszymi réwnaniami:

(1.3) X = x(X% 1), ®=XX,X%0),

w ktoérych funkcje x'(X® ), X(X°, X 7) dla X* = Y, X = )N’(“K) przyjmuja kolejno
wartosci yixy, Pixy, K= 1,2, ..., N. Zakladamy, ze funkcje (7.3), sa ciagle i rézniczko-
walne potrzebna liczbg razy w obszarze M oraz ze detdx'/dX* # 0. Podobnie zakiadamy,
ze funkcje (7.3): sa ciagle i rézniczkowalne w obszarze b(x’) oraz deté))‘c"'/é))N(“ # 0.

Réwnania (7.3) mozna interpretowac jako réwnania ruchu pewnego sze§ciowymiaro-
wego ciaglego i jednospdjnego modelu ciala z mikrostruktura konstrukcyjna (zmienne
X X podobnie jak i zmienne x', ¥/, stanowia bowiem w (7.3) sze$¢ zmiennych niezalez-
nych). Stosowanie takiego modelu (mozna go nazwaé¢ modelem dokladnym) jest mozliwe,
lecz praktycznie niecelowe z uwagi na konieczno$¢ ukfadania warunkéw brzegowych
w przestrzeni afinicznej szeSciowymiarowej (tj. na powierzchni granicznej ciala i na po-
wierzchni granicznej typowej czastki ciala niezaleznie).

Zatézmy teraz, ze funkcja (7.3). moze byé rozlozona w szereg podiug ukladu znanych
funkeji £0(X*), 0 =L 11, ...:

(7.4) =x & X = (xe 7).

Korzystajac z réwnan (7.3): i (7.4) oraz rugujac wspdirzedne X' i X¢ za pomoca usrednien
po obszarze b(x") lub s(x¥) otrzymamy ogdlny tréjwymiarowy model ciagly ciata z mikro-
struktura konstrukcyjng. Pozostawiajac w szeregu (7.4) wigksza lub mniejsza liczbe wyra-
z0w uzyskujemy nastgpnie bardziej lub mniej dokladne tréjwymiarowe modele ciggle
ciala (?). Tylko do rozpatrywania takich modeli ograniczamy sie w dalszym ciggu tego
punktu.

(*) Sposob przejécia od «dokladnegon szeSciowymiarowego modelu ciaglego ciala z mikrostruktura
do modeli tr6jwymiarowych jest analogiczny jak spos6b przejécia od réwnar plyty lub powloki rozpatry-
wanych jako ciata tr6jwymiarowe do réwnan dwuwymiarowych (por. p. 7.4).
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7.4. Podstawowe réwnania. Punktem wyjscia rozwazan bedzie zasada zachowania energii.
Postulujemy ja dla dowolnego obszaru ¥ ograniczonego powierzchnia P w postaci (dla
uproszczenia pomijamy wyrazy niemechaniczne)

(1.5) [ G+Eedv = [ wadp+ [ ivedv,
Vv P 14

w ktérej e, K, o, wsa kolejno $rednimi ggstosciami energii wewnetrznej, energii kinetycznej,
masy i predkoéci pracy sit masowych w obszarze b(x?):

- e _lf~
= bfsodb g:bb odb,

(7.6) K=~ — f(x 5 (x —|—x)9db

=
il

1 = L~
b ffl(xi"l‘xi)gdb,
b
natomiast w,) jest érednia gestoéci predkodci pracy sit kontaktowych na powierzchni P:

v o~ . ~
. 3 x,——l—x,- ds
(7.7) vy = [BOTEE,

Wystepujace w (7.6) funkcje €, g, fi (zalezne od x' oraz %) oznaczaja kolejno gestosé
energil wewngtrznej, ggsto$¢ masyjoraz sit masowych w sze§ciowymiarowym modelu ciag-
tym ciata. Dla x' = yix, oraz X' = p, funkcje te opisuja kolejno gestosc energii wewnetrznej,
gqstoéc masy i gesto$¢ sit masowych w K-tej czastce ciala. Analoglczme w (7.7) w1e1kosc
Deiy jest gestoscia sity kontaktowej na powierzehni s(x¥). Dla x' = yigy gestosé p(,,) jest
identyczna z gestoscig sity kontaktowej na powierzchni s, otaczajacej K-ta czastke ciata.
Funkcja AP(n,7) dla s = s, jest identyczna z funkcja (7.2).
Podstawmy do (7.6) i (7.7) prawe strony wzoru (7.4). Po wprowadzeniu oznaczen

1, - 1 ~
o=y [es,  ow= [ein,
b b

(7.8) s —1b bf figdp,  foi= f £0fi5db,

: P = IN’iﬁ)dS_ o= £y ds
®= ) ape 7y e J AP(n, Ay’

zasada zachowania energii mechanicznej (7.5) przyjmuje ostatecznie postaé

(19) [ todv+ [ [0+ (hi+1iy) 00+ o Fin o) AV =
|4

14

= [ Guply+iap) AP+ [ Gafi+iiaf M) odV .
P 14
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Wielkosci f*, fo/ nazywamy gesto$ciami sit i hipersit masowych, a wielkoSci pﬁ,,),pgf) —
gestosciami sit hipersit kontaktowych. Z warunkéw niezmienniczos$ci gestosci energii,
masy oraz obcigzen i sit kontaktowych wynikaja z (7.9) ponizsze réwnania ruchu:

P Foft = pdf4-puik,,

7.10 ire g
( ) (pln[kxl]n),’.__‘_‘l)[lk]_'_qu[k_xljn__x[l‘x/]nQn__x[l‘ﬂxlll)gllb — 0’

w ktérych p'* oraz plo* sa gesto$ciami sit oraz hipersit kontaktowych na plaszczyznie
x' = const. Wielkosci p'* nazwiemy skladowymi tensora naprezenia, natomiast wielko$ci
Ptk — hipernapre¢zeniami. Dla mikrostruktury sprezystej zachodza ponadto zwigzki

Sk — ge X piak — e X
1 - Q an'a Ao a 1 - ankﬂ,d“ -4
(7.11)
de

ink wk ok _ L
7% ‘I‘,i—l-@f“k'*i’v g“——x anb =0 ax/m .
Réwnania (7.10) mozna réwniez. otrzymaé postulujac zasady zachowania pedu i kretu
w podobny sposéb, jak zasade zachowania energii (7.5). Uogolnienie réwnan (7.11) na
przypadek termosprezystosci oméwiono w pracach Cz. WoZNIAKA [1967 a, b, e].

7.5. Ciala o strukturze siatkowej. Osrodek wicknisty. Zadajmy w obszarze zajetym w chwili ©
przez cialo z mikrostruktura konstrukcyjna trzy rodziny powierzchni takie, ze przez kazdy
punkt x' tego obszaru przechodzi jedna i tylko jedna powierzchnia kazdej z rodzin. Pary
przecinajacych sie rodzin powierzchni tworza trzy kongruencje krzywych (5), (&) = (1),
(2), (3). Wektory jednostkowe, styczne do poszczegdlnych rodzin kongruencji krzywych
(8) oznaczymy dalej przez tfz. Powyzsze trzy pola wektorowe Itz) opisuja siatke ciagla
w obszarze zajetym przez ciato(10).

Zatézmy teraz, ze §rodki wszystkich szeSciu czastek ciata, przylegajacych do dowolnej
K-tej czastki ciala, leza wylacznie na krzywych =, przechodzacych przez §rodek czastki K.
Zdefiniowana powyzej siatka ciagla charakteryzuje tym samym sposoéb rozmieszczenia
czastek w ciele o konstrukcyjnej mikrostrukturze. Oznaczmy dalej przez APz pole prze-
kroju normalnego do wektora 1z przypadajacego na jedng czastke ciata. Pola skalarowe
APz charakteryzuja gestos¢ rozmieszezenia czastek ciata (lub ich wielko$¢). Ciato o mikro-
strukturze konstrukcyjnej, w ktérym rozmieszczenie czastek jest okre$lone wektorami ffs,
oraz skalarami AP g, nazwiemy cialem o strukturze siatkowej, a jego model ciagly (trdj-
wymiarowy) — osrodkiem wiéknistym.

Dla ciata o strukturze siatkowej (przy zatoZeniu siatki sze$cio$ciennej) mozemy przyjaé,
ze sasiadujace czastki oddziatujg na siebie sitami kontaktowymi Dz, roztozonymi na po-
wierzchniach 4Pz, zotientowanych dodatnim zwrotem wektora 7(z) lub na czesciach tych
powierzchni. Dla /i = 75, (8) = (1), (2), (3), zachodzi wtedy (por. Cz. Wozniak [1967 £7)

AP, =
1 _ (£)
(712) AP(I‘I, t(g)) == _ZI;T .
&M
. (®) Ograniczymy sie tu do omoéwienia tylko tzw. siatki szeécioscicnnej zaktadajac, ze z dana czastka
ciala sasiaduje bezpodrednio tylko sze§¢ innych czastek.
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Tym samym dla cial o strukturze siatkowej funkcja (7.2) jest jednoznacznie okreslona
sposobem i gestoscig rozmieszezenia czastek ciata. Dla oSrodka widknistego jako modelu
ciaglego takich cial wzory (7.8)s5,6 maja postaé

(713) pl(n) = Pkinb P?.f) = p"“’nk,
gdzie
. 1 N

pH = D) pt, Zp{‘“;,
(7.14) &

Pt = topls,  PE =t
oraz
(7.15) P<r—AP JP(WRH’ Ptfzzpv ffptﬁﬂ)

) )
Wielkosci pify oraz p{gf mozna nazwaé kolejno tensorem naprezeri oraz tensorami hiper-
naprezen we widknach (£). Suma (7.14),,» tych tensoréw daje kolejno tensor naprezenia
p* oraz tensory hipernaprezenia p** w o$rodku wibknistym. Zaznaczmy, ze dla osrodka
wléknistego wszystkie wzory wyprowadzone w p. 7.4 pozostaja nadal aktualne, a jedynie
dochodza zwiazki (7.12)~(7.15).

7.6. Teoria pierwszego przyblizenia. W wyprowadzonych wyzej rownaniach omawianego
tu kontinuum wskazniki gotyckie a, b przebiegaja ciag nieskonczony I, I, III .... Pozosta-
wiajac w szeregach (7.4) tylko skoriczong liczbg Z wyrazoéw (wtedy o, b =111, ..., Z)
oraz definiujac w kazdym punkcie kontinuum Z wektoréw d, = xhg: (g: sa wektorami
bazy ukladu {x'}) otrzymamy model ciata Toupina z wektorami kierunkowymi (por. p. 4).
Jezeli natomiast jako ciag funkcji &0, a =1, 11, ..., Z, przyjmujemy w (7.4) ciag iloczync’)w
X, XuXer, YuXeaXo | to funkcje x!, beda dwupunktowymlpo]aml tensorowymi Xxg, o, ... o,
arozpatrywane w tym punkme kontinuum sprowadzi si¢ do kontinuum z wielobiegunowymi
przemieszczeniami Greena-Rivlina (por. p. 5). Tym samym zaréwno model ciala Toupina
jak i model ciata Greena-Rivlina sa uproszczonymi modelami (pomijamy bowiem wielko§¢
0(&"), a > Z) kontinuum oméwionego w p. 7.4. Ponizej przedstawiamy pewien szczegdlnie
prosty model ciala opisywany tzw. teoria «pierwszego przyblizenia».

Teorig pierwszego przyblizenia nazwiemy przypadek, w ktorym wspoirzgdne X w row-
naniu (7.4) traktujemy jako mate parametry (wymiary czastki sa bowiem z zalozenia bardzo
niewielkie w poréwnaniu z wymiarami ciala). Tym samym rdéwnanie (7.4) napiszemy
w postaci:

(7.16) % = xi, X*4-0[(X*),

przy czym wielkoéci O[(X%)?] bedziemy dalej pomijaé. Macierz xi wystepujaca w (7.16)
Jjest nieosobliwa i zgodnie z twierdzeniem o rozkladzie biegunowym moze by¢ przed-
stawiona w postaci

xi = ridlo,,,
z ktérej r'/ jest macierza ortogonalng oraz 0,5 Macierzg symetryczna, dodatnio okreslona.

Sktadowe r'/ opisuja obrét czastki (zaleza one od trzech parametréw, np. katéw Eulera),
natomiast sktadowe v, opisuja czyste odksztalcenie czastki. Jezeli powierzchnie materialne,
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otaczajace sasiadujace z soba czastki, pozostaja w trakcie odksztalcenia stale powigzane
z soba (tj. nie dopuszczamy powstania w ciele pustek lub ekstra materii), to w ramach
teorii pierwszego przyblizenia gtéwne odksztalcenia czastek moga zalezeé tylko od zmian
odleglosci ich $rodkow. Zachodzi to, gdy tensor v,; jest tzw. prawym tensorem roz-
ciagnigcia
(7.17) Vup = VU, = x* X7 p0i5.
Wzory (7.16) 1 (7.17) redukuja liczbe lokalnych stopni swobody omawianego w tym punkcie
kontinuum do szeSciu (trzech przesuni¢é i trzech obrotow).

Korzystajac z pracy Cz. WozNiakA [1967 a] rownania teorii pierwszego przybliZzenia
dla kontinuum o sze$ciu lokalnych stopniach swobody [zgodnie z (7.16) i (7.17)] przed-
stawimy ponizej w postaci zlinearyzowanej. Przyjmijmy w tym celu

ri= §iteity,, X' = LX*+w,
gdzie v, jest wektorem malego obrotu oraz wf wektorem przemieszezenia. Po wprowadzeniu
ponizszych tensoréw odksztalcenia:

(7.18) vii = wi Fepok,  wy = v,

i po odpowiednich uproszczeniach otrzymamy z (7.11);,, nastgpujace réwnania fizyczne:
pkl —_— Aklmn,ym",

(7'19) mkl — Ckhnnxm"_I_Eklnmr,y("m)'r,

ps(rn) — Eklsrnxkl_i_Fklmsrny(kl).m,

w ktérych antysymetryczna czg$¢ tensora p*™" hipernaprezen

mkl = Em‘kpl[rp]’
jest tzw. tensorem naprezen momentowych. Tensory A, C, E, F s3 tensorami sztywnoS$ci
sprezystej. Dla o$rodka widknistego (por. p. 7.5) skladowe stanu naprezenia wystepujace
w (7.19) wyrazaja si¢ ponadto wzorami: '

3 1 o
M= Zl’fsl)’ Pl =t 55— f PP s,
I5) ) 4p g,
(7.20)

1 -
P = ZP&')" , P& =1z T f *'pigdPg).
@ &) 4p
®

Zlinearyzowane réwnania ruchu (7.10) w teorii pierwszego przyblizenia maja postaé
podobna jak dla oérodka Cosseratow: :
Pij,i_l'fj — Qﬁ,j’
m' eI pM b = of 9,
przy czym A’ sa gesto$ciami obciazen momentowych. Zauwazmy, ze w réwnaniach ruchu
(7.21) nie wystepuje symetryczna cze$é tensora hipernaprezenia. Jezeli pominiemy wplyw
gradientu Y,..),, Na naprezenia momentowe m* (tj. E¥"".= 0), to mozemy ograniczy¢
si¢ do rozpatrywania tylko réwnan fizycznych o postaci '

(722) pkl = Ak“n"ymn: mkl = Cklm"%mn.

(7.21)
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Roéwnania geometryczne (7.18), réownania ruchu (7.21) oraz réwnanie fizyczne (7.22)
stanowig wtedy podstawowy uktad réwnan zlinearyzowanej teorii pierwszego przyblizenia.
Uklad ten wraz z naprezeniowymi warunkami brzegowymi

k 1k k 1k
P(,,) = pn, My =

oraz zachodzacymi dla o$rodka widknistego zwiazkami

. . . . . 1 -
oY= Pk, P = tnpls, Plm = TN fPfS)(/P(s),
@ @ ,p
E @)
i 7 ij ij __ 4 J Y —— | 1 ~k =l
m’ = My, Mo = oMe, Moy =Eujp | P@X dP =
(Z = AP(E)

byt podstawa obliczen réznych typdw ciat o strukturze siatkowej, majacych duze znaczenie
praktyczne. Dotyczy to zwlaszeza diwigaréw powierzchniowych o strukturze siatkowej;
przegladu prac z tego zakresu dokonamy ponizej.

7.7. Dzwigary powierzchniowe o strukturze siatkowej. Sposrdd cial o konstrukcyjnej mikro-
strukturze gtdwna uwage poswigcono dotychczas dzwigarom powierzchniowym. W pracach
Cz. WozZnNIAKA [1966 a, b], omawiajacych kolejno tarcze i plyty o strukturze siatkowej,
podano wyrazenia dla tensoréw sztywnosci sprezystej w zalezno$ci od budowy czastki
oraz od struktury siatkowej dZzwigara. Rozpatrywano tu powierzchniowe dzwigary perfo-
rowane, dzwigary utworzone z siatki pretéw przenoszacych sity dowolnego rodzaju oraz
dzwigary zbrojone siatkami. Rownania (7.22) dla zakrzywionego dzwigara powierzchnio-
wego maja ponizsza postaé (wskazniki greckie przebiegaja ciag 1, 2)

paﬂ — Aaﬂuvym}, llpaS — ’Aa3u3y“3’

maﬂ — Caﬂuvxﬂv, ma3 — [12 ,CZ3M3%M3’

(7.23)

przy czym /, a sa matymi parametrami o wymiarze dtugosci. Przyjmujac / - 0 oraz a —» 0
otrzymamy teorig, ktorej rownania wykazuja formalna analogi¢ do réwnan anizotropo-
wych i niejednorodnych powlok cienkich. Przypadek ten jest uogélnieniem znanego juz
przedtem pojecia anizotropii konstrukcyjnej. Wystepowanie w réwnaniach (7.23) malych
parametréw wskazuje na mozliwo§¢ asymptotycznego podejécia do zagadnienia. Dla
siatkowych tarcz i plyt postaé pierwszego i drugiego procesu iteracyjnego zostata okreslona
przez K. WILMANSKIEGO [1967, a]. Przyblizony sposéb podejscia, zwiazany z wykorzysta-
niem efektu brzegowego, podano w pracach Cz. WoZniAkA [196 g], S. KONIECZNEGO
iCz. WozNIAKA [1967]oraz uogdlniono na przypadek naprezed cieplnych w pracy PIETRASA
i WYRWIKSKIEGO [1967]. Sposdb ten polega na zastosowaniu tzw. teorii bezmomentowe;j
(gdy a— 0, skad wynika m*® — 0) wzglednie tzw. teorii skrgpowanych obrotow (gdy
1 0, skad wynika y,; — 0) oraz uwzglednieniu pomijanych w obu tych teoriach warunkow
brzegowych (dla m*? i y,3) przez wykorzystanie rownan efektu brzegowego.

Caly szereg rozwigzan zostal uzyskany dla zagadnienn osiowo-symetrycznych tarcz
i plyt o strukturze siatkowej przez S. KONIECZNEGO [1967], K. WILMANSKIEGO [1967, b],
Cz. WOZNIAKA 1 S. ZIELISSKIEGO [1967]. Zagadnienia statecznosci byly rozpatrywane
przez Cz. WOZNIAKA [1965, d], Cz. WOZNIAKA i S. ZIELINSKIEGO [1967 a, b], P. KLEMMA
i Cz. WoZNIAKA [1967]. Zagadnieniem powierzchniowych izotropowych siatek pretowych
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zajmowal sie W. BARAXSK1 [1966]. Powierzchniowe geste siatkikratownicowe byly omdwione
w pracach Z. BAczYKSKIEGO i Cz. WoOZNIAKA [1966] oraz R. PELy i Cz. WOZNIAKA
[1966]. Proste przypadki tarcz perforowanych zostaly oméwione przez W. BARAKSKIEGO
1 Cz. WoznNiaKA [1966]. Niektore rozwiazania dla ptytowych pasm o strukturze siatkowej
zostaty zestawione przez B. Boczkaia 1 H. HATA [1967, a, b]. Zagadnienie duzych ugie¢
siatkowych plyt kolistych byly tematem pracy P. Kiemma i Cz. WoOZNIAKA [1967].
Niektére problemy zwiazane z teoria i obliczeniem siatkowych plyt na sprezystym
podiozu byly oméwione przez Cz. WOZNIAKA i M. ZUKOWSKIEGO [1966].

Poprawnos$¢ postugiwania sie kontynualnym os$rodkiem widknistym jako modelem
ciaglym dzwigara o mikrostrukturze konstrukcyjnej zostala na drodze obliczen poréwnaw-
czych wykazana dla szczegblnego przypadku w pracy S. KONIECZNEGO [1967]. Na podstawie
przeliczenia prostych przypadkow szczegdlnych wykazano stosowalno$¢ teorii wykorzystu-
jacych réwnania efektu brzegowego wraz z teorig skrgpowanych obrotéw (w zagadnieniach
plytowych) lub wraz z teorig bezmomentowa (w zagadnieniach tarczowych). Rozbiezno$é
poszczegdlnych rozwiazan otrzymanych w oparciu o rézne sposoby podejscia sg tym mniejsze,
im bardziej «gestay jest struktura siatkowa, tj. im mniejsze sq wymiary czastek dZzwigara
o mikrostrukturze konstrukcyjnej (dZwigara siatkowego) w pordwnaniu z wymiarami
samego dzwigara (por. p. 7.1). Zalezno$¢ pomiedzy dokladnosdcia rozwiazania a stopniem
«gestodciy» siatki jest ujemna strona stosowania teorii o$rodka widknistego jako modelu
ciaglego dzwigara siatkowego; dotychczasowe obliczenia poréwnawcze wykazuja jednakze,
ze nawet dla niezbyt gestych siatek (w ktorych stosunek skoku siatki do jej wymiaru jest
rzedu 1:5) uzyskuje sie¢ czesto praktycznie dobre rezultaty. Ogdélnie postawione zagadnienie
doktadno$ci poszczegdlnych teorii o$rodka widknistego w opisie cial o konstrukeyjnej
mikrostrukturze jest dotychczas otwartym problemem. Réwniez otwartym problemem
jest uzyskanie rozwigzafh w oparciu o bardziej doktadne réwnania teorii o$rodka wiok-
nistego niz réwnania podane w p. 7.6. Dotyczyloby to np. o$rodka, w ktérym korzystamy
z uproszczonego zwiazku (7.16), lecz nie wykorzystujemy przyjecia (7.17) (o$rodek o dwu-
nastu lokalnych stopniach swobody). Wydaje sie, ze rowniez i tutaj warianty podejécia
asym ptotycznego moglyby prowadzi¢ do pewnych rezultatéw.

Bibliografia

[1851]. A. L. Caucny, Note sur Uéquilibre et les mouvements vibratoires des corps solides, C. R. Acad.
Sci. Paris, 32, 323-326.

[1869]. A.J. C.B. DE SAINT-VENANT, Nofe sur les valeurs que prennent les pressions dans un solide élastique
isotrope lorsque on tient compte des derives d’ordve supeurieur des déplacemens trés-petits que
leurs points ont éprouvés, C. R. Acad. Sci. Paris, 68, 569-571.

[1887]. W. VoiGT, Theoretische Studien iiber die Elastizitéitsverhiltnisse der Kristalle, Anh. Ges. Wiss.
Gotingen, 34,

[1909]. E. i F. CosseraT, Théorie des corps deformables, Paris.

[1914]. E. HELLINGER, Dic allgemeinen Ausiitze der Mechanik der Kontinua, Enz. Math. Wiss., TV, 4, 30.

[1914]. K. HEUN, Ansiitze und allgemeine Methoden der Systemmechanik, Enz. Math, Wiss., 1V, 2, 11.

[1918]. F.KLEIN, Nachr. kgl. Ges. Wiss. Géttingen, 235.

[1918]. E. NokrTHER, Nachr. kgl, Ges. Wiss. Gottingen, 171.



[1929].
[1944].

[1949].
[1953].

[1953].
[1954].

[1956].
[1956).

[1957].

[1957).
[1958].

[1958].
[1958].
[1958].
[1958].
[1958].
[1958].
[1959].
[1960).
[1960].
[1960).
[1960].
[1960).
[1960].

[1961].
[1961].

MECHANIKA OS$RODKOW TYPU COSSERATOW 253

T.J. JARAMILLO, A generalization of the energy function of elasticity theory, Dissertation, Univ.
Chicago.

EE. REISSNER, Note on the theorem of the symmetry of the siress tensor, J. Math. and Physics, 23,
192-194.

W. BURZYNSKI, Skrecenie bez skrecania, Przegl. Mech,, W-wa,

S. BopASzEWSKI, O niesymeltrycznym sianie napiecia i o jego zastosowaniach w mechanice osrodkéw
cigglych, Arch. Mech. Stos., 3, 5, 351-396.

Y. Le Corrg, Constantes élastiques et piezoelectriques cristallines, Bull, Soc. Franc. Miner. Crist.,
76, 464-471.

Y. Le Corre, Efude de l’élasticité, Bull. Soc. Fruc. Miner. Crist., T, 77, 1363-1392; 11,777, 1393-1409;
111, 18, 33-53; 1V, 18, 54-83.

Y. Lt CorRE, La dissymetrie du tenseur des efforts et ses consequences, J. Phys. Radium, 17, 934-939.
R. TiFrEN, A. C. STEVENSON, Elastic isatropy with body force and couple, Quart. J. Mech. and Appl.
Math., 9, 306-310.

J. Lavav, L'élasticité du milien cristallin, J. Phys, Radium, I, 18, 247-259; 11, 18 289-296; 111,
18, 369-379.

N. JoeL, W. A. WOoOSTER, Theories of crystal elesticity, Nature, 180, 430-431.

Y. L. Corre, Les densifes de couple et les pseudo-rotatious dans la théorie de I'élasticité de Laval,
J. Phys. Radium, 19, 541-547.

J. L. EricksEN, C. TRUESDELL, Exact theory of stress and strain in rods and shells, Arch, Rat. Mech.
Analysis, 1, 295-323.

W. GUNTHER, Zur Statik und Kinematik des Cosseratschen Kontinuums, Abh. Braunschweigischen
Wiss. Ges., 10, 195-213.

N. JoeL, W. A. WOOSTER, Number of elastic coustants required in crystal elasticity, Nature, 182,
1078-1079.

E. KRONER, Kontinunmstheorie der Versetzungen und Elgenspanmmgen Erg. angew. Math,, 5,
1-176.

F. A. McCrinTtock, P. A. ANDRE, K. R, SCHWEDT, R. E. STOECKLY, Imterface couples in cristals,
Nature, 182, 652-653.

W. NoLr, A mathematical theory of mechanical behavior of contimons media, Arch. Rat. Mech.
Analysis, 2, 195-226.

E. KRONER, Allgemeine Kontinuumstheorie der Versetzungen und Eigenspannungen, Arch. Rat.
Mech. Analysis, 4, 273-334.

5. JI. Asro, E. B. KYBUVHCKWUH, OcHosisie ypasHenua meopuw ynpyzocuui cped ¢ &pauja-
meAvitbiae 83aumodeiicmeues uacmuy, Pusuxa Teepporo Tena, 2, 1401-1409.

J. L. ERICKSEN, Theory of anisotropic fluids, Trans. Soc. Rheol., 4, 29-40,

G. GriovLy, Elasticita asimmetrica, Annali di Matematica Pura ed Applicata, Ser. 4, 50, 389-417.
F. A. McCuintock, Coutribution of interface couples to the energy of a dislocation, Acta. Metallur-
gica, 8, 127-128.

E. S. RAYAGOPAL, The existeiice of interfacial couples in infinitesimal elasticity, Annalen der Physik,
6, 192-201,

C. TruespeLL, R. TourIN, The Classical Field Theories, Handbuch der Physik, 111/2, Berlin-
Heidelberg-New York.

J. L. ERICKSEN, Conservation laws for liquid crystals, Trans. Soc. Rheol., 5, 23-34.

R. S. KrisBNAN, E. S. RatacoraL, The afomistic and the continuum theories of crystal elasticity,
Annalen der Physik, 8, 121-136.

[1962a). J. L. ERICKSEN, Kinematics of macromolecnles, Arch. Rat. Mech. Analysis, 9, 1-8.

[1962b]. J. L. ERICKSEN, Hydrostatic theory of liquid crystals, Arch. Rat. Mech. Analysis, 9, 379-394.
[1962¢c]. J. L. EricksEN, Nilpotent energies in liquid crystals theory, Arch. Rat. Mech. Analysis, 10, 189-196.
[1962d]. J. L. ERICKSEN, Orientation induced by flow, Trans. Soc. Rheol. 6, 275-291.

f1962].
[1962].

A. CeMAL ERINGEN, Nonlinear Theory of Continuous Media, New York.
G. Griovrt, Mathematical Theory of Elastic Equilibrium, Berlin,



254

[1962].
[1962].
[1962].
[1962].

[1962].
[1963].

[1963].
[1963].

[1963a).
[1963b).

[1963].
[19641.

[1964].
(19641,
[1964].
[1964a].

[1964b].
[1964al.
[1964b).
[1964].

[1964].
[1964].

[1964].

[1964].
[1964a].

[1964b).
[1964¢).
[1964a].

[1964b].
[1964].

W. BARANSKI, K. WILMAKSKI, CZ. WOZNIAK

S. KaLisk1, Z. PLocHOCKI, D. RoGULA, Asymmetric stress tensor and anugilar momentum conser-
vation law in the equations of combined mechanical and electromagnetic field in a continuous media,
Proc. Vibr, Probl., 3.

E. KrONER, Dislocations and continnum mechanics, Appl. Mech. Rev., 15, 599-606.

R. D. MinpLIN, H. T. TIERSTEN, Effects of couple-stresses in linear elasticity, Arch. Rat. Mech.
Analysis, 11, 415-448,

H. SCHAEFER, Versuch einer Elastizititstheorie des zweidimensionalen ebenen Cosserat Kontinuums,
Mis. der angew. Mech, Ak. Ver. Berlin, 277-292.

R. A. ToupIN, Elastic materials with couples-stresses, Arch. Rat. Mech, Analysis, 11, 385-414.

S. KaLisK1, On a model of the continuinm with essentially non-symmetric tensor of mechanical siress,
Arch. Mech. Stos., 15.

E. KRONER, On the physical reality of torque stresses in continuum mechanics, Int, J. Engng, Sci,
1, 261-278.

E. B. KYBUIMHCKUH, 2. JI. A3PO, Konmumnyassnan meopus acusmempuynoi ynpyzocmu. Yuem
«greympenno2on epawgenusn, Pusnrxa Treproro Tema, 5, 2591-2598.

R. D. MINDLIN, Influence of couple-stresses on stress-concentrations, Experimental Mech., 3, 1-7.
R. D. MINDLIN, Representation of displacements and stresses in plane strain with couple-stresses,
IUTAM Thilisi, 256-259.

M. Misicu, Theory of viscoelasticity with couple-stresses and some reductions to two-dimensional
problems, Rev. Roum, Sci, Techn. Mech. appl. 8, 921-952.

2. JI. Asro, E.B. KVYBUMHCKNH, Konmunyaisnan meopun acuMMempuueckoll ynpyzocmu,
Pusuxa Trepmoro Tena, 6, 2689-2699.

B. D. CoLEMAN, Thermocdynamics of materials with memory, Arch, Rat. Mech. Analysis, 17, 1-46.
J. M. DoYLE, On completness of stress functions in elasticity, J. Appl. Mech., 31, 728-729.

A. CeMAL ERINGEN, Simple microfinids Int. J, Engng. Sci., 2, 205-217.

A. CeMAL ERINGEN, E. S. SuHUBL. Nonlinear theory of simple microelastic solids, Int. J. Engng.
Sci. 2, 189-204.

A. CemaL ERINGEN, E. S. SunuUBIN, Nonlinear theory of simple microelastic solids, Int. J. Engng.
Sci. 2, 389404,

A. E. GreEN, R. S. RivLIN, Simple force and stress multiples, Arch. Rat. Mech. Analysis, 16,
325-353.

A. E. GreeN, R.S. RivLIN, Multipolar continnum mechanics, Arch. Rat. Mech. Analysis, 17,
113-147.

O. HorrMAN, On bending of thin elastic plates in the presence of couple stresses, J. Appl. Mech.,
31, 706-707.

P. D. KeLLY, A reacting continuum, Int. J. Engng. Sci., 2, 129-154,

W. T. KOITer, Couple-stresses in the theory of elasticity, Proc. Koninkl. Nederlandse Akad. Wet.,
Ser. B, 67.

S. KesseL, Lineare Elastizititstheorie des anisotropen Cosserat-Kontinuums, Abh. Brunschw. Wiss.
Ges., 16, 1-22.

R. D. MINDLIN, Micro-structure in linear elasticity, Arch. Rat. Mech. Analysis, 16, 51-78.

M. Misicu, Theory of viscoelasticty with couple stresses and some reductions to two-dimensional
problems, 11, Rev. Roum. Sci. Techn. Mec. appl. 9, 3-35.

M. Misicu, On a theory of asymmetric plastic and viscoelasticplastic solids, Rev. Roum. Sci. Techn.
Mec. appl., 9, 477-495.

M. Misicu, A generalization of the Cosserat equations of the motion of deformable bodies (with
internal degrees of freedom), Rev. Roum. Sci. Techn. Mec. appl., 9, 1351-1359.

B. A. TTANBMOB, Ocnosnsie ypagnenua meopuu wecussempuueckoii ynpyeocnme, I1L.M.M., 28,
401-408.

B. A. TIATMBMOB, Ilaockan sadaua meopuu necummempuuroil ynpyeocmu, 11.M.M., 28,1117-1120.
C. TeoDOSIU, On the determination of internal stresses and couple stresses in the continuum theory
of dislocations, Bull. Acad. Polon, Sci., Cl. 1V, 12, 605-610.



[1964].

[1964al.
[1964b].

[1964c].
[1964d].

[1964e].

[1965).
[1965].

[1965].

[1965a].

[1965b].

[1965].
[19651.
[1965].
[1965].
[1965].

[1965].

[1965al.
[1965b].
[1965al.
[1965b].
[1965¢].
[1965d].

[1965¢].

[19651].

[1965g].

[1965].

[1965].

MECHANIKA OSRODKOW TYPU COSSERATOW 255

R. A. ToUPIN, Theories of elasticity with couple-stresses, Arch. Rat. Mech. Anasysis, 17, 85-112.
Cz. WozNIAK, Introduction ‘o mechanics of fibrous media, Arch. Mech. Stos., 16.

Cz. WozN1aK, Fibrous media as continuous models of grates, Bull. Acad. Polon. Sci., Cl. 1V, 12,
15-17.

Cz. WozNIAK, Fibrous media as continuous models of frames and lattices, Bull, Acad. Polon. Sci.,
Cl. 1V, 12, 19-22,

Cz. WoZNIAK, Fundamentals of the theory of fibrous media, Bull, Acad. Polon. Sci., Cl. 1V, 12,
329-333.

Cz. Wo2NIAK, Equations of three-dimensional fibrous media, Bull. Acad. Polon. Sci., Cl. 1V, 12,
389-393.

3. JI. Asro, A. H. ByayruH, E. B. KYBIMHCKUN, Acumsempureckan eudpomexanka,
II. M. M., 2, 297-308.

R. C. DixoN, A. CEMAL ERINGEN, A dynamical theory of polar elastic dielectrics, Int, J. Engng.
Sci., 7, 359-398.

A. E. GRreeN, Micro-materials and multipolar continnum mechanics, lot. J. Engng. Sci., 7, 533-537.
A. E. GreeN, P. M. NacHp1, Plasticity and multipolar continnum mechanics, Mathematika, 12,
21-26.

A. E. GreeN, P. M. NAGHDI, On the derivation of discontinuity conditions in continuum mechanics,
Int. J. Engng. Sci., 2, 621-624.

A. E. GreeN, P. M. Nacgupi, R. S. RivLIN, Directors and multipolar displacement in continnum
mechanics, Int. J. Engng. Sci., 2, 611-620,

A. E. GregN, P. M. NaGHD1, W. L. WAINRIGHT, 4 general theory of Cosserat surface, Arch. Rat.
Mech. Analysis, 20, 287-308.

A. E. GreeN, R. S. RiwvLIN, Multipolar continuum mechanics: functional theory, I, Proc. Royal
Soc., 284, 303-324.

R.J. HARTRANFT, G. C. SiH, The effect of couple-stresses on the stress concentrations of a circular
inclusion, J. Appl. Mech., 32, 429-431,

W. H. HorpMmaN, F. O. F. SHAHMAN, Pliysical model of a 3-constant isotropic elastic material,
J. Appl. Mech,, 32, 837-841.

P. N. KaLoNy, On certain steady flows of anisotropic finids, Int. J. Engng. Sci., 3, 515-532,

R. D. MINDLIN, On the equations of elastic materials with micro-structure, Int. J. Solids Structures,
1, 73-78.

R. D. MINDLIN, Second gradient strain and surface-tension in linear elasticity, Int, J. Solids Struc-
tures, 1, 417-438.

M. MI§ICU, On a general solution of the theory of singular dislocations of media with couple-stresses,
Rev. Roum. Sci. Techn. Mec. appl., 10, 35-46.

M. MI(SICU, On the mechanics of structural media. Non-correleted fields, Rev. Roum, Sci. Techn.
Mec. appl., 10, 295-332.

M. MI§ICU, General correleted fields of structural mechanics, Rev. Roum. Sci. Techn. Mec. appl.,
10, 507-550.

M. MI§ICU The nonlinear elasticity of materials with partially constraind internal rotations, Rev.
Roum. Sci. Techn. Mec. appl., 10, 841-892.

M. M§icu, A generalization of the Cosserat equations of the motion of deformable bodies, Arch.
Mech. Stos., 17, 183-196.

M. MI§ICU, The elasticity of structural non-homogenous centro-asymmetric isotropic bodies, Rev.
Roum, Sci, Techn. Mec. appl., 10, 1085-1105.

M. Migicu, On the distortions in special structural media, Rev. Roum. Sci. Techn. Mec. appl.,
10, 1441-1461.

R. Muki, E. STERNBERG, The influence of couple-stresses on singular stress concentrations in elastic
solids, Z. angew. Math. Physik, 16, 611-648.

P. M. NAGHDI, A slatic-georhetric analogue in the theory of couple-stresses, Proc. Konincl. Neder-
landse Akad. Wet., Ser. B, 68, 29-32,



256

[1965].

[1965].
[1965].

[1965].
{1965].
[1965].

[1965].

[1965a].
[1965b].
[1965c¢].
[1965d].
[1965e].

[1966].

[1966].
[1966].

[1966].
[1966].
[1966].
[1966].
[1966].
[1966].
[1966].
[1966].
1966].

[1966].
[1966a].

[1966b].

[1966].
[1966].

[1966].

W. BaranNskI, K. WILMANSKI, Cz. WOZNIAK

10. H. HEMUIL, ITaockan 3adaua momenmuor meopuy ynpyzocmu Oasn 06AACIMU ¢ KPY20GLIAL Ol
sepemnguen Tpuxnaguas Mexanuxa, 1, 52-59.

T'. H. CaBUH, Ocrogsl naockoli 3adavu amoseniniioil meopuu ynpyeocinu, Kues,

M. Soxorowskl, Couple stresses in problems of torsion of prismatical bars, Bull. Acad. Polon.
Sci., ClI. 1V, 13, 419-424.

C. Troposiu, The determination of stress and couple-stresses generated by dislocations in isotropic
media, Rev. Roum. Sci. Techn. Mec. appl., 10, 14611481,

C. TRUESDELL, W. NoLL, The Non-Linear Field Theories of Mechanics, Handbuch der Physik,
111/3, Berlin-Heidelberg-New York.

Y. WerrsMAN, Couple-stresses effects on stress concentrations around a cylindrical inclusion in
a field of uniaxial tension, J. Appl. Mech., 32, 424-428,

Z. WESOLOWSKI, Qu the couple-stresses in an elastic continuum, Arch. Mech. Stos., 17, 219-232.
Cz. WozNIAK, Modele ciggle gestych siatek pretowyeh, Arch, Inzyn. Ladow., 11, 175-185.

Cz. WozNIAK, Theory of fibrous media (1), Arch. Mech. Stos., 17, 651-669.

Cz. WozZNIAK, Theory of fibrons media (11), Arch. Mech. Stos., 17, 777-799.

Cz. WozNiaK, On the stability of dense plane bar grids, Bull. Acad. Polon, Sci., Cl. 1V, 13, 53-59.
Cz. WOzZNIAK, On the simply connected model of certain multi-hole discs, Bull, Acad. Polon. Sci.
Cl. 1V, 13, 261-266.

W. BaraKNskr, Cz. WOZNIAK, Fibrons media as a simply connected model of multi-hole disc, Arch.
Mech. Stos., 18, 273-283.

W. BARARNSKI, Izoiropowy osrodek wldknisty jako model rusztu powlokowego, Arch. Mech, Stos., 18,
J. L. BLEUSTEIN, Effects of microsiructure on stress concentrations at a spherical cavity, Int. 1. Solids
Structures, 2, §3-104.

T. S. Cook, Y. WEITSMAN, Strain gradient effects around spherical inclusions and cavities, Int. J,
Solids Structures, 2.

A. E. GreeNn, P. M. NAGHDI, On the derivation of discontinuity conditions in continuum mechanics,
Int. J. Engng. Sci. 4, 96-96.

M. Misicu, The structural distorsion and the basic laws of the structural dislocation theory, 11, Rev.
Roum. Sci. Techn. Mec. appl,, 11, 109-124,

10. H. HEMHILL, Konyernmpayus HanpAdiceHusl 0K0A0 (PUBOAUHEIINIX OMBEPCINULL 6 HECUMMEMPUY -
noil meopuu ynpyzocmu, Ilpuiansas Mexannra, 2, 85-96.

W. Nowacki, Coiple-stresses in the theory of thermoelasticity, Bull. Acad. Polon. Sci., Cl. 1V, 14,
129-138.

N. SANDRU, On some problems of the linear theory of the asymmetric elasticity, Int. J. Engng. Sci.,
4, 81-94.

T'. H. CaBUH, A. H. I'y3b, OF 00rom cnocobe peutenun naockux 3a0aw MoMeHIMHOLI meoputt ynpy-
20cmu 0as pHo20ceA3nbx obaacmerl, TIpuxnannast Mexauuka, 2, 3-19.

Y. WEITSMAN, Strain-gradient effects around cylindrical inclusions and cavities in a field of cylindri-
caly symmetric tension, J. Appl. Mech., 33, 57-67.

JI. T1. BUHOKYPOB, H. M. IIEPEBAHKO, ITocmpoerue 0CHOSHUX YpasHenuii 048 pacuema crepyc-
nell (6e3 Kpyuenun) ¢ Yuemom Momewinuwix nanpasoicenuti, llpuxnamgHan Mexanuxa, 2, 72-79.
K. WILMARSKI, O pewnym wldknistym modelu gestego rusztu, Rozpr. Inzyn. 3, 14.

Cz. WOZNIAK, S. ZIELINSKY, Some problems of plane fibrous media, Bull. Acad. Polon. Sci.
Cl. 1V, 14.

Cz. WozNIAX, S. ZIELINSKI, On the solutions of axially symmetrical problems of plane fibrous media,
Bull. Acad. Polon. Sci. Cl. 1V, 14.

Z. BaczyRski, Cz, WOZNIAK, Statics of latiice — tower shells, Symposium IASS, Bratystawa.

Cz. WozZNIAK, M. ZUKOWSKY, On a model of elastic subsoil carrying surface moments, Bull. Acad.
Polon. Sci., cl. 1V, 14.

J. WYRWINSKT, Green functions for a thermoelastic Cosserat medium, Bull. Acad. Polon. Sci., Cl,
1V, 14, 145-154.



MECHANIKA OSRODKOW TYPU COSSERATOW 257

[1966a]. Cz. WozNIAK, Load-carrying structures of dense lattice-type, Arch. M:ch. Stos., 18.

[196b.] Cz. WoznNiaK, Bending and stability of lattice-type plates, Arch. Mech, Stos., 18.

[1966c]. Cz. Woznrak, Foundations of micro-solid theory, Bull, Acad. Polon. Sci., CI. [V, 14.

[1966d]. Cz. WozNi1ak, Thermoelasticity of micro-materials, Bull. Acad. Polon. Sci., Cl. IV, 14.

[1966e]. Cz. Wozniak, Hyper-stresses in linear thermoelasticity, Bull. Acad. Polon. Sci., Cl. 1V, 14.
[1966[). Cz. WozNiak, Continuous models of the lattice — type bodies, Bull, Acad. Polon. Sci., CI. IV, 14.
[1966g]. Cz. Wozniak, Edge-effect in lattice-type discs, Bull. Acad. Polon. Sci., Cl. 1V, 14.

[1966]. R. PeTa, Cz. WOZNIAK, Wstep do teorii i obliczeit kratownic powierzehniowych, Arch. Inzyn.

Ladow, 12.

[1967a]. B. Boczkal, H. HAT, Zginanie jednokierunkowo obciqzonych pasm rusztowych, Zesz. Nauk. Pol.
$I., — Budownictwo.

[1967b]. B. Boczkai, H. HaT, Niektdre przypadki statecznosci pasm rusztowych, Zesz. Nauk. Pol. SI., —
Budownictwo.

[1967]. Y. Hat, O pewnych przypadkach zginania wielootworowych pasm piytowych, Zesz. Nauk. Pol.
SI., — Budownictwo.

[1967]. S. KONIECZNY, O zastosowaniu teorii osrodkdw widknistych do obliczania rusztéw pierscieniowych,
Arch. Inzyn. Ladow.

[1967a]. XK. WILMARSKI, Metody asymptotyczne w teorii cial z mikrostrukturq — zagadnienie plaskie, Arch.
Mech. Stos.

[1967b]. K. WiLMARsKI, Niegiroskopowa plyta widknista jako model ciggly osiowo-symetrycznych rusztow
i plyt wielootworowych, Mech. Teoret. Stos.

[1967k]. Cz. WozNIak, Thermoelasticity of the bodies with microstructure, Arch. Mech. Stos., 19

[1967]]. Cz. Wozniak, Thermoelasticity of non simple materials, Arch, Mech. Stos., 19

[1967m]. Cz. WozZNIAK, Thermoelasticity of non-simple continuous media with internal degrees of freedom,
Int. J. of Eng. Sci.

[1967]. P. Kremm, Cz. WozZNIAK, Perforated circular plates, Arch. Mech. Stos., 19,

[1967]. F.Pietras, J. WYRWINSKI, Naprezenia w ciepine w plaskim oS$rodku Cosserat, Arch. Mech. Stos,

[1967a). Cz. WozNIAK, S. ZIELINSKI, Niektore zagadnienia statecznosci kolistych plyt perforowanych, Arch,
Inzyn. Ladow.

[1967b]. Cz. WozZnNIAK, S. ZIELINSKI, O wyboczeniu biegunowych siatek pretowych, Mech. Teor. i Stos.

[1967]. S. Konieczny, Cz. WOZNIAK, Obliczanie plyt siatkowych z uwzglednieniem efektu brzegowego,
Rozpr. Inzyn.

[1967]. S. ZAHORSKY, On motion and thermodynamics of non-simple continua with microstructure, Arch.
Mech. Stos.

Pesome

MEXAHUKA CIIJIOUNIHBIX CPEIN THIIA KOCCEPA

B GOIBIIMICTRE 33/1aU MEXAHHKH CIUIOLIHBIX CPEJ IPEAIONATAETCs, YTO KaXKaasa MaTepuasbHast TOUKa
MMEET TPH CTENEeHY CBOOOABI, IUIOTHOCTh BHYTPEHHEH 3HeprHH 3aBUCHT OT IIEPBBLIX NMPOH3BORHBIX BEK-
TOpa NepeMeIreHuii a He 32BHMCHT OT BhICIMX. [Ipy BhIITe YIOMSAHYTBIX IPENNOTIONEHANX HANPAYKEHHOE
COCTOAHME OJHO3HAUHO OMNPEAENIETCH CHMMETPHUECKMM TEH30POM HANPANEHHA. YTIpyTast CIUIONIHAST
cpena, KOTOpas He YAOBJETBOPAET XOTS ObI OMHOMY B3 YHOMAHYTBIX MPENIIOJIOMKEHMH, Ha3BaHa CIIJIONI-
HOHM cpenoit Tuna Koccepa.

B paBore naerca o630p 33434 MEXAHUKH Cpef aToro Tna. OBCys(aaeTcss, JOBOJBHO IOAPOGHO, 00a
OCHOBHBLIE HANpABJECHHA PAa3BUTHA. [1epBOe M3 HHX COCTOMT B ODOBILICHHMM KUHEMATHKH CPefipl (31€MEHT
dmeer He Gonee Tpex cremeHeil cBOGOIBI), TOrAA KaK BTOPOE HANPABJIEHHE MOCTYJIMPYET HANHUME BLIC-
LIMX CPAJEHTOB B IEPEMELICHHS B BLIPAKEHMH NJIA [UIOTHOCTH BHyTpeHHeH sHeprum. O6a atu rnop-
XOLa IPMBOMAT K HECHMMETPMM TE€H30pa HANPsOKEHHM M K TaK HA3., HANPSOKCHHAM BBICILIErO MOPANKA.
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B pafore 06CympaloTca NOCNEIOBATEBHO: MHPOCKOmUUecKasa cpefa Koccepa, TCOpHSI HempoCThIX
MaTepHasoR BTOPOro IOPA/IKA, TEOPHS TENA ¢ MAKPOCTP) KTypoil (B CMBICHE JOMOJHUTENBIIBIX CTeMeHei
¢BOGOAB], ONPEAETAEMBIX [I0JICM HATPABIIAOLINM BEKTODP), TEOPHS CPELX C MYJLTHIONAPHBIMU Nepeme-
WEHHAMH (TOTIOJHYTENLHbIE CTeNeHH CBOOOMAL! ONPERENAIOTCSl ABYXTOUEUHBIMH TEH30PHBIMH IIOJIAMY),
TEOpHs HENPOCTHIX MATEPHANIOB BBICIUETO NOPSAKA, 4 TAKH(E TAK Ha3, KOHCTPYKLHOHHAS MHKPOCTPYK-
Typa. B paGoTe yKaswiBaeTcsi OOLIMPHAA JIMTepaTypa.

Summary

MECHANICS OF CONTINUOUS MEDIA — COSSERAT TYPE

With regard to the problems concerning mechanics of continuous media, it is assumed, on the whole,
that any material point of the medium is characterized by three freedom degrees and that the density of
internal energy depends on first derivatives of displacement vector and not on the higher ones. With such
assumptions the state of stress is defined uniquely by the symmetric stress tensor. The elastic continuous
medium in which at jeast one of the mentioned conditions does not exist is called the continuous medium
of Cosserat type.

The paper gives the survey of problems concerning mechanics of media of such a type. Two basic deve-
lopment trends are discussed in a more detailed way. The generalization of medium kinematics (an element
of medium is characterized by more than three freedom degrees) is the basis of the first trend, while existence
of higher order gradients of displacement in the equation for density of internal energy applies to the second
one. Both approaches lead to nonsymmetry of the stress tensor and to the so-called higher order stresses.

The paper deals successively with the following problems: gyroscope Cosserat medium, theory of non-
simple materials of second order effect, theory of body with microstructure (in the meaning of additional
freedom degrees defined by director field), theory of media with multipolar displacement (additional freedom
degrees are defined by two point tensor fields), theory of non-simple materials of higher order effects and
so-called construction microstructure. A large bibliography is also included.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 2 sierpnia 1966 r.



