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Wstep

W wyktadach wytrzymatosci materialéw rozpatruje si¢ kilka elementarnych przy-
kladdéw obrazujacych wystgpowanie naprezen, powstajacych wskutek dzialania tempera-
tury. Do takich przypadkéw nalezy liniowe wydtuzenie si¢ lub skrécenie preta spowodowane
zmiana temperatury; o ile pret taki moze wydtuzaé si¢ swobodnie, naprezenia nie powstana,
gdy natomiast jest on pozbawiony mozliwoéci swobodnego wydtuzenia sie (lub skrécenia)
powstang na ogdt znaczne napre¢zenia Sciskajace (rozciagajace). Zagadnienia te posiadaja
duze znaczenie praktyczne i musza by¢ uwzglednione przy projektowaniu sieci przewoddw,
zwlaszcza przewodow do przesytania pary lub wody goracej, ale réwniez przy projektowaniu
rurociggdéw naftowych. Podobnie w przypadku toréw kolejowych i tramwajowych, gdzie
mogg powstac sily Sciskajace, powodujace wyboczenie. Nastepnym zagadnieniem, w ktorym
uwzglednia sie wplyw temperatury, jest zagadnienie obliczania ciggien. Tutaj obniZenie
temperatury powoduje zwigkszenie sit w ciggnach, zwiazane ze zmniejszeniem zwisu.
Kolejnym zagadnieniem sg napr¢zenia w bandazach nasadzanych w podwyzszonej tempe-
raturze na kota wagonowe 1 nastgpnie pracujacych wspélnie. Podobne zagadnienia spoty-
kane sa w technice czgsto. Napr¢zenia termiczne powstana w elementach zlozonych z ma-
terialéw o réznych wspdlezynnikach liniowej rozszerzalnoéci cieplnej i pracujacych w jednej
konstrukeji. Juz z tych kilku wymienionych powyzej przykladéw widaé, ze w zaleznoSci
od rodzaju konstrukcji przyrost temperatury moze spowodowaé wzrost naprezen, ich
zmnigjszenie lub nie wywola naprezen. Dlatego wydaje si¢ celowe rozpatrzenie bardziej
skomplikowanych przypadkéw dwu- i tréjwymiarowych z punktu widzenia wlasnosci
naprezen, jakie wywoluje zmiana temperatury. Omoéwione tu przypadki beda dotyczyé
zagadnien liniowej teorii sprezystoéci. Zmiany temperatury sq tego rodzaju, ze nie spowo-
dujg istotnych zmian statych materialowych ani innych efektéw jak na przyklad pelzania
czy relaksacji.

2, Twierdzenie Muscheliszwilego

W przypadku dwuwymiarowego stanu odksztalcenia we wspdlrzednych kartezjafiskich
otrzymujemy nastgpujacy uklad réwnan rézniczkowych termosprezystosci:
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gdzie jak zwykle u, A sa statymi Lamégo, 0 oznacza dylatacje, f jest pewna stata zalezng
od materiatu ofrodka, u i v sa skladowymi wektora przemieszczen. Przy ustalonym stru-
mieniu ciepta temperatura bedzie funkcja harmoniczna zmiennych x i y:

V2T =0.
Jezeli teraz przyjmiemy, ze
du*  Ov* du* Jv*
23 = = T =
@3) ox ay Ty Ox
oraz ze
* *

(2.4) g P v=1v+ fo

LS 20+’
gdzie 1’ i v’ s3 nowymi funkcjami, a nastepnie podstawimy do réwnan (2.1) i (2.2), to
otrzymamy réwnania identyczne jak w dwuwymiarowym przypadku teorii sprezystodci,
gdy ofrodek jest ogrzany réwnomiernie (np. T = 0), z ta roznica, ze wystapia tu wielkoSci
', v' zamiast przemieszczen u i v. Jezeli rozpatrywany obszar jest jednospojny, a warunki
brzegowe zakladaja brak naprezen na brzegu, to naprgzenia normalne i styczne znikaja
w catym obszarze, a naprezenia w kierunku prostopadlym wyraza si¢ wzorem

(2.5) @=—£%ﬂ%%

natomiast wzory na sktadowe przemieszczenia przyjma postaé

2.6) Bu* Bo*

0w T 20
Powyisze twierdzenie jest znane jako twierdzenie Muscheliszwilego [l]. Sformufowanie
powyzsze nalezy uzupelni¢ dwiema uwagami, mianowicie: 1) w przypadku obszaru wielo-
spOjnego zmiany temperatury na ogét spowoduja powstanie naprezen oy i oy, 2) twierdzenie
to odnosi si¢ tylko do dwuwymiarowego stanu odksztalcenia, w przypadku dwuwymiaro-
wego stanu naprezenia przyjecie dwuwymiarowego réwnania przewodnictwa cieplnego
prowadzitoby do zbyt duzych bledow.

3. Poiprzestrzen i warstwa sprezysta ogrzana na cze¢$ci powierzchni ograniczajacej

Zagadnienie naprezen cieplnych w warstwie i polprzestrzeni rozpatrywato wielu auto-
row. Warstwe sprezysta omawia LURIE [2] dochodzac do wniosku, Ze dla ustalonego prze-
plywu ciepla nie wystapia naprezenia normalne do powierzchni ograniczajacej ani napre-
Zenia styczne w plaszczyznach réwnoleglych do warstwy Srodkowej. Pozostate sktadowe
naprezenia wyrazaja sie jako pochodne jednej funkcji naprezen.

W. Nowackr [3] oblicza wielko$ci naprezen wystepujacych w pélprzestrzeni, gdy na
pewnym kole powierzchni ograniczajacej pélprzestrzen znany jest gradient temperatury
lub temperatura, a na zewnatrz tego kola powierzchnia jest idealnie izolowana lub utrzy-
raywana w temperaturze zerowej. W pracy tej udowodniono, ze we wszystkich tych trzech
przypadkach znikaja sktadowe naprezenia o, i 7,, (zagadnienie jest osiowo-symetryczne).
Sprawe tg réwnieZ poruszyli w swojej pracy STERNBERG | MCDOWELL [4].
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Wezmy pod uwage zagadnienie ogdlniejsze, gdy warstwa sprezysta jest ogrzana na
dowolnej czesci powierzchni brzegu. Dowdd przeprowadzimy postugujgc sie metoda
transformacji catkowych. Jak wiadomo, zagadnienie opisuja przemieszczeniowe réwnania
teorii naprezen cieplnych i réwnanie przewodnictwa cieplnego:

(3.1 (14+2v)V2u+graddive = 2(1+v)agrad T,
(3.2) VT =0,
gdzie v oznacza liczbg Poissona, a jest wspdtczynnikiem rozszerzalnoéci liniowej rozpatry-

wanego ciala. Do powyzszych réwnan zastosujemy dwustronng transformacje catkowa
Fouriera

&= [ [ 100 pespliertnyiardy.

(3.3)

e = o | [ TEmel—itermdsd,

W ten sposéb uktad réownan rézniczkowych czastkowych (3.1) i (3.2) zostat sprowadzony
do ukladu réwnan rézniczkowych zwyczajnych

[(1—29) (D*—92)—2(1—9) i — Erjo—itDw = —2(1 )it T,
—Eni+ [(1—29) (D*— E)—2(1—9) P lo—inDw = —2(1+»)ainT,
—iEDU— i Do+ [2(1—v) D*— (1—=29) (E*+P)]w = 2(1+9)aDT,
(D*—E—y)T =0,

(3.4)

gdzie D = d/dz.
Jezeli zalozymy, ze skladowe wektora przemieszczen u i temperatura znikajag w nie-
skonczonosci, to rozwigzanie powyzszego ukladu réwnan przyjmie postac:

(412 E P Bi)exp(—z)/ ),

(As+2)/ E+7Bs)exp(—zV/ B+ ),

(A2+2Y E+n'Ba)exp(—zV E+7P),
T = dexp(—z)/ &+,

przy czym zachodzg nastepujace zwigzki:

EB\+nBs = i B+ y’B,, 3B =By

VE+7 2(1—9)B— A} = (149)ad.

Z warunku, ze na ptaszczyznie z = 0 znikaja naprezenia styczne, otrzymujemy

|

|

(3.5)
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I

(3.6)

(3.7) ndi = EAs, i) E+nt(B—Ay) = nAs+EA,.
Sz06stq stata catkowania okre§limy z warunku brzegowego dla réwnania przewodnictwa
cieplnego, a siddma z warunku statyki.

Przypu$émy, ze parametr 4 zostal znaleziony oraz Ze brzeg jest wolny od naprezen,
to znaczy, zedla z =0, ¢, = 0.
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Poniewaz

(B8) T (1) D v(E ) — (1) =

= —% [V &+ dot(LH0)ad|(1+ Y E+rP2)exp(—zV E4),

to z warunku znikania naprezen normalnych na brzegu z = 0 wyniknie nastgpujacy zwiazek:
(3.9) VE+ndy+(14v)ad = 0.

O ile spetniony jest zwiazek (3.9), to naprezenia normalne o, sa réwne zeru w calym
obszarze pétprzestrzeni. Wynika to z postaci wzoru na naprezenia. W podobny sposéb
znikna w calym obszarze wszystkie sktadowe naprezen stycznych. Wynik ten jest réwniez
prawdziwy dla warstwy sprezyste], lecz obliczenia potrzebne do udowodnienia go sa znacz-
nie zmudniejsze z dwdoch powodéw: po pierwsze trzeba uwzglednié warunki brzegowe
na dolnej powierzchni warstwy (moga one by¢ réznego rodzaju), po drugie w zwigzku
z wplywem dolnej powierzchni bgdziemy mieli dwukrotnie wigcej parametrow do wyzna-
czenia z warunkow brzegowych.

4. Zagadnienie szczeliny

Przypuéémy, ze w plaszezyznie symetrii nicograniczonego obszaru sprezystego znajduje
si¢ szczelina rozwierana cieptem przylozonym do plaskich poczatkowo powierzchni

2

=08 >—

=0

0 1 I'e 2

Rys. 1

szczeliny. W przypadku szczeliny osiowo-symetrycznej [5] naprezenia normalne o, sa
proporcjonalne do pewnej funkcji

I 1 £ 3 .3
4.D f(o, C)=1;cosi<p+ﬁ(€cos5(p—l—s1n§<p ,
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gdzie
R4: (92+4-2_1)2+4CZ tg(sz
E] 02+€2_1 ’
r 4 " .
9=—, [ =—, a-—promien szczeliny.

a a

Interesujgcym faktem, udowodnionym tamze [5], jest to, ze charakter naprezen nie zalezy
od rozktadu strumienia ciepta (lub temperatury) przytozonego na powierzchniach szczeliny.
Od rozkladu strumienia ciepta lub temperatury przylozonej do powierzchni szczeliny
zalezy tylko wspotczynnik, przez ktéry pomnozona jest funkcja (4.1). Wynik powyzszy
fatwo udowodnimy, gdy weZmiemy pod uwage, ze w przypadku osiowej symetrii i wspot-
rzednych bezwymiarowych otrzymujemy dla z = 0

w= [ wimJenmdn,
0
(4.2) T =(T-|-lT)oE f 1o (1) Jo(en) dn.,
0

0. = it | e+ el Aendn,

0

gdzie p(n) 1 p(n) sa parametrami podlegajacymi wyznaczeniu z warunkéw brzegowych.
Parametr () wyznaczymy z warunkéw termicznych

aT 0, 0<Lr<a,
9z {0, r>a.
Natomiast parametr (%) wyznaczymy z warunkdéw mechanicznych:
0,=0, 0«Lr<a,
w=20, r>a,
czyli z nastgpujacego ukiadu dualnych réwnan calkowych

f nyp(n)Jolen)dn = f(@), 0<g <1,
0

[ w(m)Jolonydn = 0, 0> 1,
0

4.3)

gdzie
1) = (+nea® [ [ 1) T(m)dtifen)dn.
0 0

Rozwiazaniem uktadu tych réwnan catkowych bedzie:

s

4.4 w(n) = —2n— f sin (ns) ds f M.,
0

& "/ _—S‘_z___. xz
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skad po przeksztalceniach [5] otrzymamy

45  p)= (1+»ua ( —1 f 1Q (i — f f tQ(t)dtJo(en)de)

W przypadku gdy rozklad strumienia ciepla mozna przedstawi¢ w postaci szeregu Fouriera-
Bessela

(o]

@.6) Q@) = D, Qulo(ing)»

m=1
gdzie ji,j», ... sa zerami funkcji Bessela Jy(z), suma parametréw y(n)+@(n) przyjmie
postac

J(jm) cosn

) P+l = —(14)aa? 2 Gulli)

m=1

Podstawiajac (4.7) do wzoru na napreZenia

8 5= — f by () ()l (L) e em)en,

v)a

otrzymamy poszukiwany wynik

u(l+»)aa
(1—v)

2 Qm-]l(fm)

jest liczba niezalezna od p i £, a funkcje f(o, £) okresla (4.1). Jezeli Q(g) = const, to wynik
powyzszy otrzymamy bezposrednio, a statla C wynosi — 1/2 Q.

W identyczny sposéb zachowuja sie naprezenia styczne z,... Mozna to udowodni¢
o wiele prosciej niz w pracy E. DeuTSCHA [6], mianowicie wystarczy zauwazyC, e T,
(w tym zagadnieniu, to znaczy po uwzglednieniu, ze dla z = 0 7,, znika) rowniez zalezy
od sumy y(n)+@(n) i moze byé przedstawione wzorem

(4.9) o = Cfle, ),

gdzie

(4.10) T, = — 1“ % f lw () +o (MInte Ty (no)dn,
-9
0
skad po podstawieniu (4.6) otrzymujemy

Ty = (ll_l__v)aMCCafncosne‘""]l(ng)dn.

4.1
Wydaje sig, Ze oba powyzsze wnioski dotyczace wiasnoSci napreze normalnych i stycznych
moga byé uogblnione na przypadek szczeliny w warstwie sprezystej oraz na szczeliny
o innym ksztalcie od kolowego i przypadku osiowo-symetrycznego.
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5. Zagadnienia kontaktowe

Rozpatrzmy zagadnienie kontaktu tego rodzaju, Ze stempel 2 styka si¢ bez nacisku
z poOlprzestrzenia (lub warstwa sprezysta) w temperaturze poczatkowej, natomiast gdy
stempel zacznie ogrzewa¢ polprzestrzen, powstanie pewien nacisk wywolany rozszerzaniem
sie polprzestrzeni na skutek istniejacego pola temperatury i z tego powodu, Ze sztywny
stempel jest pozbawiony mozliwoSci przesuwu. Rozwazamy wiec nastgpujace warunki
brzegowe dla z = O:

termiczne
v(x,y), Xx,yef,
(5.1 T(x,y)—{o, Xy e R—0;
mechaniczne

. Tz =Ty =0, X, yeR,
(5.2) {W:O, x,yelf,
0, =0, x,y,eR—0,
gdzie R oznacza caty plaszczyzng z = 0. '
Wykorzystujac wzory (3.5) i (3.8) stwierdzimy, ze warunek (5.2) jest rownowazny
nastepujacemu ukladowi dualnych réwnan calkowych

[ rexpl—i(extnydedn =0, x,ye,
(5.3) -

[ee]

[ [ V&P A (1 £0)0dlexp[—i(Extmy)ldedn =0,  x,ye R~Q.

Przyjmijmy na chwile, ze normalna sktadowa naprezen pod stemplem dla x, y e,z =0
jest wielkoéciag znana i réwna p(x, ). Wtedy mozemy odwréci¢ transformacje i otrzymamy

(5.4) ]/§2+;;2A2+(1—Fv)aA = 1—;1 ffp(x, Vexpli(Ex+np)ldxdy.
0

Podstawiajac do wzoru (5.4)
4= [ [ TG, expliex-+nylddy,
2

ofrzymamy

(5.5)  VEGpd= —(I+)u ff Texp[i(Ex—+ny)ldxdy+

1— ,
+»—H—v— ffp(x, y)expli (bx+ny)ldxdy.
2
Dla x, y €2 dostaniemy z warunku brzegowego

(5.6 w=0= f ﬁ;—lt—jy_z exp[—i(&x+ny)ldé dn ff l-l%P(h 5)--

—(4-»)aT(r, s)] expli (rE-+ns)idrds.
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Dla x, y € R—£2 wyrazenie to jest rowniez réwne zeru, poniewaz w tym obszarze zardwno
p(x, ) jak i T(x, y) znikaja z zatozenia. Stad

v

57) P y) = —

1—»

uaT(x, y).

A wigc mozemy sformulowad nastepujace twierdzenie [7]: jezeli na czeSci plaszezyzny
x,y e, z =0 ograniczajqcej poiprzestrzen sprezystq jest przylozona temperatura T(x, y)
oraz jezeli normalne przemieszczenie obszaru Q2 jest réwne zeru, to

a) naprezenia kontaktowe sq proporcjonalne do temperatury i okreslone wzorem (5.7),

b) przemieszczenia w znikajq w calej plaszczyZnie.

Rozpatrujac zagadnienie kontaktowe ogrzanego stempla dziatajgcego na pélprzestrzen
(lub warstwe) sprezysta mozemy wyrdzni¢ dwa przypadki. W przypadku pierwszym stempla
utwierdzonego jest on pozbawiony mozliwoéci przesuwu pomimo ogrzania. Jezeli jedynym
7rédiem ciepla jest stempel, to zagadnieniu brzegowemu odpowiadaja nastgpujace warunki
mechaniczne

w=w(x1y), xyef,
(5.8) ) Y

o, =90, x,yeR—-Q
oraz termiczne (5.1).

Zagadnienie to mozna rozbi¢ na dwa zadania pomocnicze, a nastgpnie wykorzystaé
zasade superpozycji [8]. Pierwsze zadanie pomocnicze bedzie klasycznym zagadnieniem
teorii sprezystosci przy stalej temperaturze (T = 0) z warunkami brzegowymi (5.8). Drugie
zadanie bedzie zagadnieniem termosprezystoéci z warunkami brzegowymi (5.1) i (5.2).
Rozwigzanie tego zagadnienia podaje zwigzek (5.7). Mozemy wiec wyciagnaé nastgpujace
whnioski:

1. Sktadowa normalna naprezenia na powierzchni ograniczajacej z = 0 réwna sig
wartosci znanej z rozwigzania zagadnienia kontaktowego teorii sprezystoéci oraz funkcji
p(x, y) okreslonej wzorem (5.7).

2. Sktadowa w wektora przemieszczen jest identyczna jak w przypadku klasycznym
(mimo dzialania temperatury).

Przypadek drugi dotyczy stempla swobodnego. Przypusémy, ze stempel dziatajacy
na polprzestrzen z pewnsa sita i bedacy zrédlem ciepta jest przylepiony do ptaszczyzny
ograniczajacej w ten sposéb, ze nie moze sig od niej oderwaé (dla uproszczenia zaktadamy,
ze 7y, = 0). Rozwiazanie obecnego zagadnienia mozemy sprowadzié¢ do rozwiazania
poprzedniego zagadnienia stempla utwierdzonego, jednak nast¢pnie nalezy zredukowaé
dodatkowe naprezenia kontaktowe p{x, y). Musimy wiec dodaé rozwiazanie zagadnienia
klasycznego teorii sprezystosci takie, aby zredukowato wypadkowa obcigzenia p(x, y)
1 ewentualny moment powstajacy od tego obciazenia. Rozwiazujemy zatem zagadnienie
tak, jak dla stempla swobodnego oraz dodajemy rozwigzanie zagadnienia brzegowego
z nastepujgcymi warunkami:

w=cx+dy+f, x,yel,

5.9
(59 o, = 0. x,y€eR—0.
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Wspétezynniki ¢, d, f okreSlamy z warunkéw statyki:

fp(x, y)dQ2 = —fq(x,y)dQ,
n 2
(5.10) fmmwM=—fmmwm,
0 Q2

[ pde = — [ yq(x, y)ao.
Q 02

Mozemy zatem wyciggnaé nastgpujace wnioski:

1. Zagadnienie stempla swobodnego mozna sprowadzi¢ do zagadnienia stempla utwier-
dzonego i doda¢ nastepnie rozwiazanie zagadnienia brzegowego klasycznej teorii
sprezystoéci z warunkami (5.9).

2. Zrédlo ciepta, ktérym jest stempel, moze spowodowaé powstanie naprezen rozcigga-
Jjacych, starajgcych si¢ oderwaéd stempel od powierzchni kontaktu.

3. Istnieje pewien stosunek sity P do temperatury T, dla ktérego zaczna wystgpowaé
naprezenia rozciagajace.

Ez(z)
]
_______ +6%61%)
~ .
S
>~
AN
\ -
v -
\\ a=1
R o \
i e \
\\ \
N\
\ |
1-v \'
% \
“ pocTy
Rys. 2

Jako przykiad rozpatrzmy stempel o przekroju kotowym i $rednicy 2, a dzialajgcy z sitg
wypadkowa P. Przypuéémy, ze plaska podstawa stempla jest ogrzana do temperatury T7.
Zadanie jest osiowo-symetryczne. Rozwiazanie zagadnienia teorii sprezystosci ma postaé
nastepujaca:
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W przypadku stempla utwierdzonego otrzymamy

1+»
0‘;2): - l—vluaTl,
stad
14
Pl = — -]{—yﬂaﬂale.

Jezeli przylozymy stempel dziatajacy z sifa Py, to otrzymamy nastgpujace naprezenia:

a l+v 1
0'53) = "i‘ 1 /U/flTl > >
-V 1/a —r

Skladajac naprezenia 0® i 0f¥ otrzymamy naprezenia normaine wywolane Zrédiem ciepta

1_l‘7} a 1
(T) . e —
[0 11— lLL(XT] (2 ]/ T2 1) .

Naprezenia rozciagajace powstang na obwodzie kota r = a wtedy, gdy
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Peszome

O HEKOTOPLIX CBOMCTBAX TEPMUUECKUX HATIPSHKEHUMN

OO0cy)KIar0TCA HEKOTOPbIE LBYX~ M TPEXMEPHBIE 3a)auyd TePMOYNPYLOCTH C TOUKH 3DEHUS CBOHMCTB
NOJIST HATIPSHKEHHI, BBI3BAHHOTO M3MEHEHHEM TEMIEPATYpbl, DTH M3MEHEHHsI TAKOrO POMA, UTO HE BbI-
3bIBAIOT MISMEHEHWA 3HAUEHMIT IOCTOAHHLIX MaTepHasa, HE APYroro pofa 3gpherTos, KaK Hamp. IOJ-~
3yYeCTH WY penaKcaliu. PaccMaTpHBAIOTCA 3aJaUi O ITOJIYNPOCTPAHCTBE U YIIPYLOM CIIOE, IIOXBEPIKEH -
HBIM HArpesy Ha 4acTH IOBEPXHOCTH, 3a7aya O TPEUIWHE M KOHTAKTHAn 3ajaua,
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Summary

ON SOME PROPERTIES OF THERMAL STRESSES

Discussed are properties of thermal stress fields in some two- and three-dimensional thermoelastic
problems. It is assumed that the variation of the temperature does not cause any changes in the material
constants, and any other effects as creep and relaxation. The problems of half-space or an elastic layer
heated on a part of their surface, the crack and contact problems are considered.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 2 sierpnia 1966 r.



