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J. KESTIN (PROVIDENCE)

«Fizyka — bez wzgledu na to, czy bedziemy ja nazywali
termodynamika, czy nie— nie powinna byé bezsilna
wobec sytuacii, ktére mozna w peini opisaé oi)ierajacc sig
na wynikach pomiaréw makroskopowych» (P. W. BrIDG-
MAN [1]).

1. Uwaga wstepna

Wielokrotnie prébowano opisaé zachowanie si¢ cial stalych podlegajacych odksztal-
ceniu w ramach termodynamiki klasycznej. Jedna z takich godnych uwagi préb podjal
P. W. BRIDGMAN [1], ktéry doszed! do wniosku, ze program taki jest oczywidcie mozliwy
do zrealizowania, ale w tym celu konieczne jest najpierw pewne uogdlnienie termodynamiki.
To- wlaénie doprowadzito go do koncepcji uogdlnionej entropii i termodynamicznej ilosci
ciala. Zdapiem autora tej pracy tak daleko idace §rodki nie sq konieczne, a niezbedna jest
jedynie dokladna i ostrozna interpretacja wynikéw doéwiadczalnych na gruncie znanych
idei. Autor sadzi, ze na tej drodze mozna bedzie skonstruowaé logiczny i zwarty schemat
opisu. Prawda jest jednakze, ze w tym celu trzeba skorzysta¢ z pewnych obserwacji o charak-
terze zupelnie ogblnym, ktérych normalnie nie wykorzystuje si¢ w sposéb jawny.

Aby skoncentrowat sie¢ wylacznie na fizycznych aspektach zagadnienia, przedstawimy
nasze rozumowanie na najprostszym mozliwym przykladzie ukfadu, mianowicie na przy-
kladzie cienkiego preta poddanego jednorodnemu naprezZeniu o, okre$lonemu jako dodatnie
dla przypadku rozciagania, jako ujemne za$ w przypadku $éciskania, i ulegajacego jedno-
rodnemu odksztalceniu e, takze okre$lonemu jako dodatnie w przypadku rozciggania,
jako ujemne za$§ w przypadku $ciskania. Pominiemy zupetnie mozliwo§¢ wystgpowania
niestatecznodci zwiazanej z wyboczeniem lub z powstawaniem lokalnych «szyjek». Zalozymy
wreszcie, Ze nasz material spelnia prawo Hooke’a w zakresie sprezystym i ze jego modut
Younga E, jego wspélczynnik liniowej rozszerzalnosci cieplnej o i jego cieplo wlasciwe
przy statym odksztalceniu ¢, sa stale. Odno$nie do wielkoSci odksztalcenia bedziemy
zaktadali, ze sg one nieskonczenie mafe.

Rozszerzenie przedstawionej tu interpretacji na ofrodki sprezyste przy wystgpowaniu
w nich zlozonych pdl tensorowych naprezen i odksztalcen oraz na materialy, ktérych
wlasnosci zaleza od temperatury i dla ktorych zwiazki miedzy naprezeniami i odksztal-
ceniami sa nieliniowe, czy wreszcie na przypadek skonczonych odksztalcen sprezystych,
wymagatoby duzego nakladu pracy i szczegblowych rozwazan; jedli jednak stanaé na
gruncie zasady lokalnego stanu, a nie tak zwanej zasady pamigci, to rozszerzenie takie
nie nastrecza zadnych trudnoéci podstawowej natury. To samo mozna powiedzie¢ o opisie
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lepkosprezystosci, ale uwzglednienie zwigzkow migdzy naprezeniami a odksztalceniami
w zakresie plastycznym, szczegdlnie w obecnoéci wzmocnienia materiatu, wymaga wprowa-
dzeniu dokladniejszego modelu. Model taki prowadzi do teorii obszaréw (domen) spre-
Zysto-plastycznych, ktéra jest w zarysie przedstawiona w punktach 13 i 14,

2. Zakres sprezysty

Zaczniemy od przegladu najbardziej elementarnej teorii sprezystego zachowania sig
preta. Ulatwi to nam znacznie dalsze rozwazania, w ktérych bedziemy si¢ powolywali
na ten prosty przykiad.

Pierwsze zadanie, jakie nas czeka przed przystapieniem do wykorzystania zasad termo-
dynamiki, polega na ustaleniu formy réwnania stanu ukladu. W tym celu musimy okregli¢
liczbe i charakter niezaleznych zmiennych opisujacych jego stan. Zadanie to mozna wykonaé
tylko przez odwotanie si¢ do doswiadczenia.

Przyjmiemy, ze stan ukladu sprezystego okreslaja dwie niezalezne zmienne stanu.
Moga one by¢ wybrane zupelnie dowolnie spoéréd trzech wielkosci termodynamicznych:
temperatury termodynamicznej T, napr¢zenia o i odksztalcenia e. Biorac pod uwage roz-
szerzenie opisu na przypadek ofrodka ciaglego mozemy juz teraz stwierdzié, ze ogdlnie
trzeba rozr6znic te skladowe tensora odksztalcenia g;;, ktére charakteryzujg zmiang obje-
toéci ukladu ($lad —g;;), 1 te, ktore opisujg zmiang ksztaltu (dewiator tensora odksztal-

.o~ 1 ‘ . o .
cenia &;; = e,-j———3—6us,..k, ktérego §lad jest oczywiScie réwny zeru, &; = 0). Dla naszego

ukladu jednowymiarowego rozréznianie takie nie jest rzecz jasna potrzebne.
A zatem istnieje jednoznaczny zwigzek

@) flo,e, T)=0,

ktory bedziemy nazywali termicznym réwnaniem stanu ukfadu. Dla naszego prostego
ukladu réwnanie powyzsze ma postac:

2.2) £ — % La(T—Ty),

gdzie o jest wspolczynnikiem liniowej rozszerzalnoéei cieplnej, Tp za$ dowolnie wybrana
temperatura odniesienia. Oznacza to, ze ukiad przy T = Tp moze przyjaé stan, w ktérym
¢ 1 o jednocze$nie réwnajg si¢ zeru. Stan opisany przez T = Ty, ¢ = 0 i ¢ = 0 wygodnie
jest nazywaé stanem naturalnym. Dla prostoty zakiadamy, ze zaréwno wspéiczynnik
rozszerzalno$ci cieplnej «, jak i modul Younga E sg niezalezne od naprezenia i od tempera-
tury. )

Roéwnanie (2.2) przedstawia plaszczyzng w tréjwymiarowej przestrzeni standw ukladu
(naprezerie-odksztaicenie-temperatura). Izotermy na wykresie stanu naprezenie-odksztat-
cenie reprezentuje rodzina réwnoleglych linii prostych, jak to pokazano na rys. 1.

Procesy quasi-statycznego obciazania i odcigzania sg odwracalne, a praca na jednostke
objetosci uktadu, wykonana w trakcie tych proceséw, jest réwna

(2.3) dW® = —ode.

Tu i dalej gérny wskaznik zero w dW0 i dQP bedzie zawsze stosowany w celu podkreélenia
odwracalnej natury rozpatrywanego procesu. Praca w procesie odwracalnym dWo ma
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standardowa posta¢ iloczynu uogdlnione;j sity (wielkosci intensywnej) i rézniczki zupelnej
uogolnionego przemieszczenia (wielkosci ekstensywnej) i przedstawia soba wyrazenie
Pfaffa. Poniewaz dW° odnosi si¢ do procesu odwracalnego, wigc obie wystepujace w tym
wyrazeniy wielkosci sa parametrami stanu. Jedli proces nie jest odwracalny, mimo ze dalej
moze by¢ quasi-statyczny, dwie te wielkosci nie beda juz koniecznie parametrami stanu(?).

,\: T>7b

/

Rys. 1. R6wnanie stanu dla ukladu sprezystego

Termiczne réwnanie stanu nie Jest réwnaniem podstawowym(2) i w zwigzku z tym
nie zawiera wszystkich informacji o stanie réwnowagi uktadu. Dla pelnego scharaktery-
zowania stanu rébwnowagi trzeba, jak wiadomo, podaé energie wewngtrzng u przypadajaca
na jednostke objetosci jako funkeje gestosci entropii s i odksztalcenia &:

(24) u = u(s,¢).
Mozna w tym celu postuzyé si¢ tez entalpia ‘
(2.5 u—ae = h(s, o),
funkcja Helmholtza (energia swobodna)

(2.6) u—7Ts = f(T, ¢)
lub funkcja Gibbsa (entalpia swobodna)

(2.7 u—oe—Ts = g(T, o),

przy czym kazda musi by¢ wyrazona jako funkcja odpowiednich zmiennych, Jjak to zazna-
czono wyzej. Cztery powyzsze réwnania podstawowe sg zupelnie réwnowazne i wynikaja
Jedno z drugiego przez zastosowanie odpowiedniej zamiany zmiennych (transformacji
Legendre’a).

Zatrzymamy si¢ obecnie na réwnaniu (2.4) i dokonamy obliczenia energii wewnetrznej
i entropii, wykorzystujac w tym celu termiczne rdwnanie stanu. Energie wewnetrzna

(1) Poniewas ostatnie stwierdzenie moze nie by¢ zrozumiale dla czytelnika, zilustrujemy je na przykia-
dach w p. 4.

() Podstawowe réwnanie stanu pozwala obliczy¢ wszystkie wielkosci charakteryzujace stan réwnowagi
ukiadu jedynie na drodze rézniczkowania; por, np. [5], str. 533.
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u okre$laja dwie pochodne czgstkowe: (u/de)r i (du/0T).. Pierwsza z nich mozna obliczyé
wykorzystujac pierwsza zasade termodynamiki i pierwsza cze$¢ drugiej zasady termody-
namiki, Prowadzi to do réwnan:

)] du = dQo—dWo
oraz
(2.83) du = Tds+ode,
poniewaz
dQo = Tds.
Wynika stad rowniez, ze
du as
(2.9) (38)1- = T(E)T—[—o‘
i relacja wzajemnosci Maxwella
as do
@10 (&), (&)
prowadzi do réwnania:
du do
2- —_— = — - - .
G0 (ae )T T(aT)ﬁ"

Relacje wzajemno$ci Maxwella mozna otrzymad przez dokonanie transformacji Legendre’a
rownania (2.8) do postaci odpowiadajacej (2.6), to znaczy ze zwigzku:

(2.12) df = d(u—Ts) = —sdT+ode.

Podstawiajac o z réwnania (2.2) do (2.11) otrzymujemy nastepujace wyrazenie na pochodng

czastkowa energii wewngtrznej wzgledem odksztalcenia wyrazong przez wielkoéci wyste-
pujace w termicznym réwnaniu stanu: '

(2.13) (‘;%)T — Ee+oETs.

Jest rzeczg dobrze znana, ze calkowanie ostatniego réwnania prowadzi do poszukiwanego
réwnania podstawowego, ktére jest zgodne z przyjetym przez nas poprzednio termicznym
rownaniem stanu. W wyniku catkowania otrzymujemy:

]
2
gdzie w(T) jest stala calkowania, bedaca jedynie funkcja temperatury.

Cieplo wiadciwe ¢, przy stalym odksztalceniu jest okreSlone jako (du/oT),. i jest

w zwigzku z tym réwne:
du
= | — e ! T .
ce (8T)E w'(T)

Zgodnie z naszym dazeniem do maksymalnej prostoty matematycznej zaloZymy naj-
prostsza forme funkcji ¢, = o'(T), przyjmujac mianowicie, ze ¢, jest stale. Mamy wéwczas:

H =

Ee2+ aFeTo+y(T),

2.14) ule, T) = ]7 Eet 4 aEeTy-+o(T—Ty),
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przy czymu =0 przy T=Toie =0 = 0. Przy T= To

2

1
(2.15) w = Ee’takeT, = 2"E taoTy, T =T,

Na marginesie warto tu zauwazy¢, ze zwykle czton woZow réwnaniu (2.15) jest znacznie
wiekszy od czlonu reprezentujacego energie odksztalcenia (0?/2E)(%). Tak wiec podczas
izotermicznego $éciskania energia wewngtrzna w przeciwienstwie do energii odksztalcenia
maleje osiggajac pierwotng warto$§¢ przy nierealnie wysokim naprezeniu $ciskajacym
o = —20ETo(*).

Entropie nalezy obliczy¢ z wyrazenia dQ° dla ilosci ciepta wymienianego przez uklad
z jego otoczeniem podczas odwracalnego przejécia od stanu poczatkowego do stanu konco-
wego korzystajac przy tym z réwnania:

dp°

(2.16) ds = 2.

Ilo§¢ ciepla dQ° wymienionego z otoczeniem przy przejéciu odwracalnym podczas
procesu sprezystego nie jest znana bezposrednio. Aby ja obliczy€, trzeba skorzysta€ z pierw-
szej zasady termodynamiki zastosowanej do przejécia odwracalnego:

2.17) dQ° = du--dW° = «ETde+}-c,dT.
Mamy stad
(2.18) ds = aFdet-c, g
oraz
(2.19) § = aFetc,In Jj—,
Ty

przy czym s = 0 dla stanu naturalnego. Przy T = Ty
(2.20) s = okt =00, (T=T).

Eliminacja temperatury z rownan (2.14) i (2.18) prowadzi do podstawowego réwnania
Stanu

_ 1 e exp(s/c;) ]
2.21) u(s, €) —“ 5 Ee*+aFeTy+-c,.Ty [exp (aEz /) 1y,
(2.22) ~ % Ee? (c,— 0. Es) Ty(e'=—1);

aproksymacja (2.22) odnosi si¢ do przypadku, gdy
aFe

<1,

(*) Dla glinu E = 7-105 kG fem?, o = 23,5.10-6 1/°K ; dla stali £ = 21105 kG/em?, o = 13,3-1061/°K;
przy o =400 kG/em? stosunek (ow.,To)/(-;— m/E) jest rowny okotlo 20 dla glinu i okolo 40 dla stali.
(%) o’ jest réwne okolo —10 000 kG/cm: dla glinu i okolo —17 000 kG/cm? dla stali.
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Powyzsze rdwnanie podstawowe zawiera stale materialowe E, a i ¢,, ktére sa konieczne
ijednoczeénie wystarczajg do okreslenia wszystkich wlasnosci materialu w stanie réwnowagy
termodynamiczne;j.

Warto zauwazy¢, ze odwracalne obciagzenie preta przy statej temperaturze T # T,
od ¢ =0 do ¢ wymaga wykonania nastgpujacej pracy i dostarczenia nastgpujacej ilosci
ciepla:

(2.23) W= — f ods = I—'E[E—m(:/"_]‘)]2 __r

. 2 [4] 2E 1)
a(T—Ty)

(2.24) Q= [ Tds= aET[s—a(T—T)] = aoT.
a(T—Ty)

Zauwazymy znowu, podobnie jak to uczyniliSmy w zwigzku z rédwnaniem (2.15),
ze ilo§¢ odwracalnego ciepla Q° wymieniona przez uklad z otoczeniem podczas takiego
procesu izotermicznego jest wielokrotnie wigksza od odwracalnej pracy (— W?®); uwaga
ta jest o tyle istotna, ze w wielu elementarnych ksiazkach na temat teorii sprezystosci
stosunek ten jest oszacowany blednie. Wzigta ze znakiem ujemnym praca w procesie od-
wracalnym mierzona wzgledem o = 0 (ale nie ¢ = 0), W°® reprezentuje energi¢ od-
ksztalcenia ukladu, tzn. zmiane funkcji Helmholtza przy stalej temperaturze.

Rys. 2. Wykresy stanu dla preta sprezystego

Réwnania wyprowadzone w tym punkcie pozwalaja uzupelnié¢ wykres stanu (rys. 1)
krzywymi stalej energii wewngtrznej i stalej entropii. Uzupelnienie to przedstawione jest
na rys. 2, na ktérym podany jest takze wykres stanu u—e. Pomijamy tu, dla skrdcenia
naszych rozwazan, wyprowadzenie odpowiednich réwnan i zakres podanych wykreséw
stanu ograniczamy jedynie do wspolrzgdnych interesujacych inzynierska teorig sprezy-
stosci.
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3. Sprezysty oérodek ciagly(s)

Moze byé rzecza pozyteczng przytoczenie tu réwnan liniowej («infinitezymalnej»)
teorii sprezystosci w jezyku termodynamiki. Termiczne réwnanie stanu ma postaé:

1 )
(3.1) Eij = *%1 O‘ij—qf 0;j O+ 01, (T— Toy)
lub
FE Ev
(3.2) 0ij = 1+ + (1) (1—2») 6uekk 1 511“(T Ty).

Réwnanie powyzsze odnosi sig do izotropowego ofrodka mqg%ego, jako ze opiera sie na
zalozeniu, iz zmiana temperatury powoduje tylko zmiane objetosci. W takim przypadku
réwnanie zawiera cztery zmienne niezalezne, mianowicie trzy skladowe tensora naprezenia
lub odksztalcenia (albo ich niezmienniki) 1 temperature oraz trzy stale materiato-
we: E, via.
Zamiast relacji wzajemno$ci Maxwella (2.10) mamy teraz réwnanie:

(3.3) [L”(E"" T)] = ~[3—s—(6“" T)J :

T I der; Ar
jako ze funkcja Helmholtza f = u— T's musi spetnia¢ rownanie Gibbsa:

df = —sdTHo0y;de;; .
Energia wewngtrzna jest wigc rowna

1 1 E E
(3.9) u(ey, T) = G,JE,J—I— ™ oc(T To)eu+ aToekk+c'e(T— Ty,
entropia za$§ wyraza si¢ wzorem:
oF T
(3.5) S(Ek,, T)ZﬁEkk"J[‘Celn—'T;

Jest rzecza godna uwagi, ze przy zmianie naprezen, wywolujacej jedynie zmiang ksztattu,
entropia nie ulega zmianie. Jest to bezposrednia konsekwencja izotropii, wyrazonej zato-
zeniem o skalarnym charakterze wspolczynnika rozszerzalno$ci cieplnej. Z tego wzgledu
odwracalny proces izotermiczny przy statej objetosci jest takZe procesem izoentropowym
i przebiega bez wymiany ciepta z otoczeniem, a wige w takim procesie

Q°'=TAs=0.
Podstawowe réwnanie stanu ¥ = u(s, ;) mozna teraz przepisaé w postaci:
1 Evy
(3.6) u= 5 O 8U+ 3 W (ews)? + “Toskk"’rce(T To)
1 E Ev E
3.7 = 24
3 2 149 ° sty 3 Wrn a2 o) T g, eotut

exp(s/cs) _1] .

+ceTo l exploFey/c.(1—2v)]

¢) Réwnania podane w tym punkcie zostaly wyprowadzone przez profesora .T R. Rice’a (Brown
University).
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4. Uwaga na temat pracy w procesic quasi-statycznym

Wyrazenie dla pracy w termodynamice jest naturalnym uogdlnieniem pojecia pracy
w mechanice. Kiedy proces przebiega quasi-statycznie, odwracalnie lub nie, wyraZenie
dla pracy elementarnej ma posta¢ iloczynu pewnej zewnetrznej, uogdlnionej sily i rézniczki
uogdblnionego przemieszczenia uktadu. Kiedy proces jest odwracalny, to znaczy stanowi
ciggla sekwencje standéw réwnowagi, wowczas sita zewnetrzna jest dokladnie rownowazona
przez sile wewnetrzng. Wynika stad, ze sta uogolniona wchodzi do opisu chwilowego
stanu ukladu i w zwiazku z tym stanowi parametr stanu. Przemieszczenie odpowiadajace
sile zewnetrznej w procesie odwracalnym jest co do wartosci réwne i przeciwne co do
znaku w stosunku do przemieszczenia uktadu i takze stanowi parametr stanu. Najbardziej
znanym przykiadem jest praca wykonana przy odwracalnej zmianie objgtosci ptynu

4.1) dW® = pdV,

dla ktérego zardwno cisnienie p, jak i objetosé V sa parametrami stanu. To samo odnosi
si¢ do napre¢zenia i odksztalcenia, ktére wystepuja w réwnaniu (2.2).

Powyzszego stwierdzenia nie mozna zastosowaé do quasi-statycznych procesdw nie-
odwracalnych, gdyz podczas takich proceséw ukiad nigdy nie jest w stanie réwnowagi,
ale przechodzi przez ciag standw bliskich stanom réwnowagi. Stany takie bedziemy opisywali
przez przyporzadkowanie im takich warto$ci odpowiednich wielkoéci, jakie uklad osiagnat-
by, gdyby mu pozwoli¢ dojs¢ do stanu réwnowagi w izolacji adiabatycznej. Wynika stad,
ze co najmniej jeden parametr nie moze by¢ parametrem stanu.

Oto kilka przykladow ilustrujgcych te kwestie. Rysunek 3 przedstawia najbardziej
znany uklad termodynamiczny, skiadajacy sie z gazu zamknigtego w naczyniu cylindrycz-

v/
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Rys. 3. Tlok poruszajacy si¢ z tarciem

nym, ktérego objetosé ulega zmianie wskutek ruchu tloka. Zakladamy w tym przypadku,
Ze tlok porusza si¢ z tarciem zwigzanym z ruchem preta r w tulejce b (z ktoérej wypompo-
wano powietrze). Zakladamy takze, Zze proces jest izotermiczny (lub prawie izotermiczny),
to znaczy w jego trakcie nast¢puje wymiana ciepla ze zbiornikiem o stalej temperaturze.
Proces kompresji lub ekspansiji jest quasi-statyczny, ale oczywiscie nieodwracalny. Uklad
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nie jest dokladnie w stanie réwnowagi, jako ze przeplyw ciepla do zbiornika wymaga
istnienia gradientu temperatury. Praca wykonana w procesie jest rowna

4.2) dw = PdV,
gdzie P oznacza ci$nienie zewngtrzne. Oczywiscie ci§nienie P nie jest réwne ciSnieniu p
gazu; zachodzi bowiem zwiazek:
(4.3) P=ptp, przyczym p' =|F/A|.
Symbol F przedstawia tu sitg tarcia w ukladzie pret-tulejka, natomiast A pole powierzchni
ttoka. Podczas gdy p jest prawdziwym parametrem stanu, P nim nie jest. Nastepnie ¥ nie
jest dokladnie réwne objetosci gazu, jesli uwzglednié przesunigeie preta r; wielkose tg
mozna przedstawié jako sumg:

V=V,+V’
objetosci gazu V, 1 przesunigtej objgtosci preta (dodatniej lub ujemnej). Tak wige ¥ w row-
naniu (4.2) reprezentuje parametr stanu tylko wéwczas, gdy mozna pominaé przemieszcze-
nie preta; w przeciwnym przypadku ¥ nie jest parametrem stanu. Zatem w wyrazeniu

dW = (pp)dV,+(pE£pHdv’
jedynie czfon
dWe = pdV,
przedstawia soba prace w procesie odwracalnym i co najmniej jeden z dwu parametréw

P i V nie jest parametrem stanu.

l

F "
—~—e - nae | »_L

Q' 'N T=const
Rys. 4. Prety sprezyste poruszajgce sie z tarciem

Drugi przyklad przedstaWiony na rys. 4 dotyczy dwu sprezystych pretdw, ktére moga
swobodnie poruszaé si¢ wzgledem siebie. Podczas ruchu pretéw wystgpuje sita tarcia
F; = uN, gdzie N oznacza sil¢ poprzeczng do pretdéw przyciskajaca je do siebie. Tu takze
zakladamy, Ze proces jest izotermiczny i mamy

4.4) dW = —Fdl

bez wzgledu na to czy proces jest odwracalny, czy nie. Jednakze proces bedzie odwracalny
dopbty, dopéki F < Fy, gdyz w tym przypadku moze nastapi¢ jedynie odksztalcenie spre-
zyste. Zatem

4.5) dWwo = Fdi, jedli F< Fj.

Z chwila jednak, gdy sita zewnetrzna F stanie sie réwna sile tarcia, moze nastapic¢ poSlizg
w miejscu styku pretéw i wtedy ciepto bedzie przeptywaé do rezerwuaru w sposob nie-
odwracalny. Przeplyw ciepta byt wszakze odwracalny, jesli F byla mniejsza of Fy. Niech
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dalej sita przenoszona przez sprezyScie odksztalcone prety bedzie rowna sile zewngtrznej F.
Suma odksztalcen obu pretéw sprezystych nie bedzie jednak dalej réwna catkowitemu
przemieszczeniu / mierzonemu od kofca do konca. W dalszym ciagu mozemy napisaé
wyrazenie dla pracy wykonanej w takim procesie w postaci (4.4); musimy jednak zauwa-
zyé, ze dtugos¢ / traci w tym przypadku charakter parametru stanu. Dhugo$c ta jest w przy-
blizeniu réwna sumie lgcznej dtugosci obu odksztalconych pretéw /. i dlugosei wzglednego
przesunigcia /;; réznica wynika stad, ze przy zmianie /; inaczej odksztalcajg si¢ pokrywa-
Jace si¢ odcinki pretéow. Pomijajac t¢ drobna komplikacjg mozemy napisac:

(4.6) _ dW = —Fd(l.+1;) = —(Fdl.+ Fdl,).
W tym wyrazeniu tylko pierwszy czton: dW° = — Fdl, reprezentuje prace w procesie od-
wracalnym.

N

NN 425 G/

Rys. 5. Skregcane powloki walcowe

Analogiczny przyklad przedstawiono na rys. 5. Mamy tu dwie bardzo cienkie powloki
cylindryczne doci$nigte do siebie i skrecane momentem M. Je$li nie ma poélizgu, to
“.n dW° = Mady,
gdzie y oznacza kat obrotu i zaréwno M jak i y sa parametrami stanu. Kiedy nastgpuje
poslizg, w dalszym ciggu mamy
(4.8) dW = Mdy,
jednakze w tym przypadku y traci charakter parametru stanu.

Jako ostatni przykiad rozwazymy cienka cylindryczna i nieskonczenie dluga warstwe
cieczy lepkiej ulegajacej jedynie odksztalceniu postaciowemu (a wiec przy stalej objetosci)
wskutek obrotu z predkoscia katowa o pod wplywem momentu M (rys. 6). Tu takze
mozemy zatozyé, ze wymiana ciepla nastepuje w sposdb (w przyblizeniu) izotermiczny.
Praca jest wykonywana z szybkoscia

&

aw dy
o =M

4.9

co mozemy takze zapisaé jako
(4.10) dW = Mady,

gdzie y oznacza kat obrotu.
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Jest rzecza dobrze znang, ze stan plynu opisuja dwa parametry stanu — powiedzmy
temperatura 7 i objetos¢ V. W rozwazanym procesie obydwie wielko$ci pozostaja stale,
skad musimy wnioskowaé, ze stan ukiadu nie ulega zmianie. Innymi stowy, dW° =0
i parametry wystgpujace w réwnaniu (4.10) nie nadaja si¢ do opisu stanu. Entropia ukiadu
nie ulega zmianie, gdyz ustalony jest stan ukiadu i — poniewaz

ds = dQ°|T = 0,

przeto musimy wnioskowaé, ze dQ° = 0, chociaz w trakcie procesu nastgpuje wymiana
ciepta. Mamy tu do czynienia ze stacjonarnym procesem dysypacji energii.

Rys. 6. Przeplyw Couelte’a

Zauwazmy, Ze w tym przykiadzie moment M jest bezposrednio zwiazany z szybko$cia
odksztalcenia dy/dt i ze

M=0, gy dy/d=0.

Zadna tego rodzaju relacja migdzy uogdlniona sita i uogélnionym przemieszczeniem nie
wystepowala w poprzednich przykiadach, w ktoérych zwigzek miedzy uogdlniong sifg
i uogdlnionym przemieszczeniem mozna byto zmieniaé do$¢ dowolnie przez odpowiednie
manipulacje z sitami tarcia. Dalej, w ukladzie z rys. 3 jego stan podczas procesu nieodwra-
calnego zmieniat si¢, podczas gdy w ukladach na rysunkach 4, 5 1 6 procesy nieodwracalne
przebiegaly przy ustalonym (lub prawie ustalonym) stanie uktadu. '

Powyisze przykiady prowadza do istotnego wniosku, ze jako kryterium pozwalajacego
okre$li¢ wiasciwe parametry stanu mozna uzy¢ wyrazenia na pracg w procesie odwracal-
nym dW°. Odpowiednie wyrazenie dla dW dla proceséw nieodwracalnych mozna wyko-
rzysta¢ w celu sprawdzenia, czy okre§lone wielkodci sg parametrami stanu, czy teZ nie-

5. Idealna deformacija plastyczna

Dokonamy teraz analizy przypadku idealnej deformacji plastycznej preta sprezystego.
W punkcie tym bedziemy rozwazali petle histerezy odpowiadajaca procesowi przebiega-
jacemu w rozwazanym ukladzie przy stalej temperaturze. Petla taka jest przedstawiona
na diagramie stanu naprezenie-odksztalcenie na rys. 7a jako proces 01234 50. Przy-
puéémy, ze po pelnym cyklu uklad osiaga doktadnie stan naturalny O oraz ze proces odcig-
zenia jest odwracalny i przebiega przy pierwotnej warto§ci modutu sprezystosci. Zatozenie
takie nie zawsze jest prawdziwe; to bowiem czy uktad po pelnym cyklu powraca doktadnie
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do stanu wyjSciowego, czy nie — zalezy od wlasnoéci preta. Na przyktad materiat preta
moze by¢ w stanie zahamowanej réwnowagi chemicznej; w tym przypadku podczas pro-
cesu deformacji zwykle nastepuje reakcja chemiczna, w ktérej wyniku stan réwnowagi
chemicznej ulega zmianie. Wowezas poczatkowy stopied reakcji & w stanie 0 moze byé
inny, niz koncowy stopien reakcji &; takze w stanie 0. W przypadkach tego rodzaju dwie
wielkosci nie opisuja stanu w sposéb kompletny, tak ze dla pelnego opisu stanu trzeba
do poprzednich parametréw dolaczyé jeszcze tyle dodatkowych parametrdw, ile niezalez-

a b

G
o) T=Ty=const 6 ’A
I /2 4’ Pl — 5
[/
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1 4
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Rys. 7. Petla histerezy dla preta sprezysto-idealnie plastycznego

nych reakcji moze przebiega¢ w uktadzie. To samo mozna powiedzie¢ o module sprezystosei
podczas procesu odcigzania. Na razie wykluczymy takie mozliwoéci, a w p. 12 wykazemy,
ze w przypadku pretéw metalowych powrdt doktadnie do pierwotnego stanu po petnym
cyklu ogdlnie rzecz biorac nie jest mozliwy.

Trzeba tu wyraZnie podkreslié, ze petla histerezy 012 3 4 50 nie reprezentuje cyklu
odwracalnego, jako ze odwrécenie kierunku obcigzania od 0 do 1', jak to pokazano na
rys. 7b, daje w efekcie inna petle, mianowicie 0 1’ 2" 3" 4' 5’ 0. Wskazuje to na to, Ze procesy
deformaciji plastycznej 1214 5 na rys. 7a oraz 1’214’ 5" na rys. 7b sa nieodwracalne,
gdyz odwracalne sg pozostale procesy.

Niezaleznie jednak od tego mozna twierdzié, ze catkowita praca

W= — fode

doktadnie jest zréwnowazona przez catkowity ilo§é ciepla:

Q=§dg,

o ile pozostaje w mocy zatozenie o powrocie ukladu dokladnie do tego samego stanu
naturalnego O po pelnym cyklu. Jest to konsekwencja faktu, ze pierwsza zasada termo-
dynamiki stosuje si¢ do procesdéw zaréwno odwracalnych, jak i nieodwracalnych. Odwrot-
nie, jesli doswiadczenie potwierdza réwnoé¢ pracy i ciepta, to z tego wynika, ze przy pelnym
obiegu petli histerezy energia wewnetrzna musi osiagaé dokladnie pierwotng wartosé.
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Do$wiadczenie sugeruje dalej, ze praca podczas deformacji plastycznej dazy do zréwno-
wazenia odpowiedniej ilosci ciepta przy idealnej plastycznosci. Tak wigc dla przejscia
idealnie plastycznego, powiedzmy 12 na rys. 7a, mozemy napjsac:

2 2
[ag = [aw,
1 1

tak ze mamy:

(5.1) dQ = dW = —ode (dla idealnie plastycznej deformacii).
Na podstawie pierwszej zasady termodynamiki (du = dQ—dW) wnioskujemy, ze
(5.2) du = 0 (dla deformacji plastycznej).

Dochodzimy zatem do wniosku, Ze energia wewngtrzna preta deformowanego plastycznie
w sposob izotermiczny pozostaje stata. Oznacza to, ze energia wewngtrzna preta deformo-
wanego plastycznie w zakresie plynigcia nie zalezy zupetnie od wielko$ci deformacji plastycz-
nej.
Poprzednie rozwazania wykazaty, ze wzdtuz linii odpowiadajacych deformacji plastycz-
nej (12,45, 1’2" oraz 4’ 5') pozostajg stale nastgpujace parametry:
o=o0y; T;u.

Z drugiej strony, odksztalcenie ¢ moze osiggaé nieskonczenie wiele wartofci. Zwykle
w zwiazku z tym stwierdza sig, ze ta okoliczno$¢ eliminuje deformacjg plastyczna z przy-
padkéw, do ktérych mozna stosowaé termodynamike klasyczna, jako ze réwnanie stanu

flo,e, T)=0

musi przedstawia¢ zwiazek jednoznaczny. W wyniku dochodzi si¢ wigc do wniosku, Ze «nie
istnieje» termiczne réwnanie stanu dla takich uktadéw, gdyz poprzednie réwnanie jest
oczywicie wieloznaczne, i ze dla objecia tego przypadku «trzeba dokonaé odpowiedniego
uogdlnienia termodynamiki» [1]. Wniosek ten jest nieunikniony, ale tylko wowczas, gdy
zaklada sie, ze calkowite odksztalcenie ¢ stanowi prawdziwy parametr stanu.

W celu znalezienia wyj$cia z sytuacji musimy odrzucié to niczym nieusprawiedliwione
zatoZenie bez wzgledu na to, jak do jego przyjecia sklanialyby nas wyobrazenia intuicyjne.
Fakt, ze dW = —ode dla nieodwracalnego procesu plastycznego 1 214 5 powinien stanowié¢
wskazowkg, ze calkowite odksztalcenie ¢ nie jest prawdziwym parametrem stanu.

Fakty doswiadczalne interpretujemy w tym sensie, ze stan preta w zakresie deformacji
plastycznej w dalszym ciagu opisuja dwie wielkoécei niezalezne. Wykazaliémy poprzednio,
ze podczas kazdego izotermicznego procesu deformacji plastycznej trzy parametry pozostaja
stale. Wniosek jest oczywisty: wszystkie parametry stanu pozostajg stale. Innymi stowy,
proces izotermicznej deformacji plastycznej przebiega przy niezmiennym stanie ukfadu.
Tak wigc wszystkie punkty wzdluz poziomej linii ¢ = const (¢ < ¢,) na izotermicznym
wykresie naprezenie-odksztalcenie sa identyczne.

Do prawie tego samego wniosku doszedl P. W. BRIDGMAN [1], ktory wszystkim takim
punktom przypisal te sama warto$¢ entropii. Sadzit on jednak, ze w ten sposdb wprowadzit
«uogoblniong entropig», poniewaz milczaco przyjat zalozenie, iz catkowite odksztalcenie
jest parametrem stanu. Dokladniejsza analiza wskazuje jednakze, Zze Zadne uogllnienie
nie jest potrzebne,
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Musimy zatem wyraznie odrézniaé wykres naprezenie-odksztalcenie i wykres stanu.
Wykres stanu dla ukladu przedstawionego na rys. 7 jest pokazany na rys. 8. Dla ukladéw
sprezystych rézréznianie takie oczywiscie nie jest potrzebne.
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Rys. 8. Wykres stanu dla uktadu przedstawionego na rys. 7

Dla okreslenia wlasciwego parametru odksztalcenia wystarczy odcigzy¢ uktad od danego
stanu deformacji plastycznej, powiedzmy od stanu 2 na rys. 7 wzdhuz linii 2 3. Zachodzgcy
woweczas proces bedzie odwracalny i praca w tym procesie bedzie rowna

dWo = —ode®,

gdzie ¢ musi by¢ mierzone wzgledem punktu 3 odpowiadajacemu stanowi naturalnemu.
Tak wigc w dowolnym punkcie posrednim, powiedzmy w punkcie a na rys. 7a, musimy
odrézni¢ odksztalcenie sprezyste %, ktore jest parametrem stanu, i odksztalcenie plastyczne &?
(odksztatcenie trwate), ktore parametrem stanu nie jest. Jest rzecza jasna, Ze

(5.3) e

czyli ze poprzednie argumenty wskazuja na konieczno$é rozlozenia catkowitego odksztal-
cenia na czg$¢ sprezysta i czeS¢ plastyczna (odksztalcenia trwate).

Musimy teraz pos$wieci¢ kilka uwag entropii. Poniewaz izotermiczna deformacja
plastyczna preta nie zmienia stanu preta, w takim razie nie zmienia takze jego entropii.
Czegsto stosuje si¢ nastepujaca argumentacje [1]: rozwazmy dwa dowolnie wybrane punkty
A 1 D, jak to pokazano na rys. 9. Wszelka préba obliczenia réznicy odpowiadajacych im
wartos$ci entropii musi by¢ bezowocna, gdyz aby tego dokonaé, trzeba je potaczyé lini :
odpowiadajaca odwracalnemu przejéciu od jednego stanu do drugiego. Rzecz oczywista, Ze
nie mozna znalez¢ zadnej takiej linii taczacej dwa takie «stany». W konsekwencji nie mozna
tu zastosowaé réwnania (2.16), gdyz dQ° nie daje sie okredli¢ ze wzgleddw zasadniczych.
Rozumowanie tego rodzaju sklonito P. W. BRIDGMANA [l1] do napisania: «Mamy tu do
czynienia z podwoéjnym problemem — problemem rozszerzenia formalnego schematu tak,
aby byl on w stanie objaé nowe sytuacje, i problemem eksperymentalnym polegajacym
na rozstrzygnieciu, ktore fakty nie mieszcza sie w granicach stosowalnoéci starego schematu,
a ktére obejmuje schemat rozszerzony». Jak juz wspominaliémy, dla wykazania, ze stany
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A i D sa identyczne, zachodzi konieczno$¢ dokonania jedynie zmian formalnych. Jest
rzecza jasna, jak to wykazano wyzej, ze stany B i C sg identyczne. Poniewaz dalej sp = s¢ i

Sp—S84 = Sc—Sp,

wiec takze mamy:

S4=Sp.

Nie ma wiec zadnej potrzeby szukania procesu odwracalnego aczacego odpowiednie
punkty, gdyz réznica calkowitych odksztalcen odpowiadajacym «stanom» A i D nie stanowi
r6znicy standw.
Odwracajac argumentacje mozemy natomiast stwierdzi¢, ze
dQ® =0 przy ¢ = consti T = const.

To jest wlaénie wielko$¢, ktérg P. W. BRIDGMAN nazwal «termodynamiczng ilo$cia ciepta»
dla odréznienia od «empirycznej ilo$ci ciepta» — ilosci ciepla w procesie nieodwracalnym
w nasze] obecnej terminologii. P. W. BRIDGMAN dochodzi do poprawnego wniosku, Ze

GA

T="Ty=const

mv

Rys. 9. Obliczenie entropii

«termodynamiczna» ilo§¢ ciepla w fikcyjnym procesie przy o = const i T'= const jest
réwna zeru. W ten sam sposdb znikaja tez trudnosci zwigzane z «morzem nieodwracal-
nosci» P. W. BRIDGMANA ; wystapia one ponownie, ale w innej postaci w p. 12. Wrazenie
«morza nieodwracalnosci» odnosi si¢ przy okazji rozpatrywania procesu nieodwracalnego
(takiego jak tarcie), przebiegajacego izotermicznie przy niezmiennym w zasadzie stanie
uktadu.

Akceptujac powyzsze wnioski dochodzimy do stwierdzenia, ze podstawowe réwnanie
stanu dla naszego ukladu jest identyczne z réwnaniem (2.21), ale pod warunkiem, ze w roéw-
naniu tym od calkowitego odksztalcenia e odejmie si¢ odksztalcenie trwale ¢, albo ze ¢
zastapi si¢ przez ¢°. Tak wigc dla ukladéw poddanych deformacji plastycznej mamy

exp(sfe) 1].

1
us,6) =5 E ()’ + aEe*Tot-c. Ty [W

2 Mechanika teoretyczna
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Poniewaz wszystkie wlasnosci mozna okresli¢ na podstawie tego rownania, wigc dla roz-
wazanego tu przypadku pozostajag w mocy wszystkie réwnania punktéw 2 i 3, jesli zamieni
sie w nich ¢ na ¢°. Ogolnie rzecz biorac, jesli ¢ oznacza ktorykolwiek z potencjatéow termo-
dynamicznych u, s, 4, f'lub g, to moZzemy napisaé:

i
oe?

dp

(5.5) e

= (), ale ogdlnie rzecz biorac

dp
=2 %

gdzie rozniczkowanie odbywa sig przy ustalonym drugim parametrze. Zauwazmy réwniez,
ze

(5.6) dW® = —gde® (zakres sprezystosci),
podezas gdy

.7 dW = —(ode?+0de®) (zakres plastycznosci),
przy czym

(5.8) dQ = —ods?

oznacza ilo$¢ ciepta dysypowanego.

Odksztalcenie sprgzyste mozna zawsze okre$li¢ zakladajac odciazenie ukiadu. Nie
mozna zapominaé, ze jakakolwiek teoria zaktadajaca, ze energia u, entropia s (lub funkcja
Helmholtza f, albo ktérykolwiek inny potencjal termodynamiczny) zalezy od catkowitego
odksztalcenia ¢ lub od odksztalcenia plastycznego &P, nie moze prowadzi¢ do rezultatow
zgodnych z wynikami do$wiadczen.

6. Odksztalcenia zwiazane ze wzmocnieniem materialu

Rozszerzenie naszych idei na przypadek materialéw ze wzmocnieniem mozna prze-
prowadzi¢ na dwu poziomach przyblizenia. W pierwszym przyblizeniu bedziemy w dalszym
ciggu pomijaé zmiany przekroju poprzecznego i inne efekty trdéjwymiarowe. W drugim

p ‘} T=const
2
1 1’

Y
>3

mv

/l

3 3
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Rys. 10. Histereza dla materiatu ze wzmocnieniem

przyblizeniu, ktére przedstawimy w p. 12, zaproponujemy teori¢ obszaréw (domen)
sprezysto-plastycznych i weZmiemy pod uwage owe efekty tréjwymiarowe nawet w przy-
padku cienkiego preta poddanego jednoosiowemu obciazeniu.
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Wykres na rys. 10 przedstawia idealizowana petle histerezy z odcinkami 4 112 3, odpo-
wiadajacymi procesom odwracalnym i odcinkami 1 2 i 3 4, odpowiadajacymi nieodwracal-
nym procesom wzmocnienia. Przyjmujemy, ze petla histerezy moze by¢ zamknigta i ze pret
powraca po pelnym cyklu do pierwotnego swego stanu naturalnego 0. Zdajemy sobie
jednak sprawe z tego, ze wiele eksperymentéw wskazuje, iz uktad nie powraca po petnym
cyklu do poczatkowego stanu naturalnego O i zagadnieniem tym zajmiemy si¢ pézniej.
W pierwszym przyblizeniu przyjmiemy, ze taka sytuacja jest mozliwa, akceptujac tym
samym zwykle milczaco przyjmowana w termodynamice zasadg, ktéra stwierdza, iz kazdy
uktad moze byé doprowadzony do dowolnego ustalonego stanu réwnowagi za pomocy
odpowiedniego ciaggu proceséw (odwracalnych lub nie).

W celu okre§lenia parametru naprezenia opisujacego stan termodynamiczny uzyjemy
jako kryterium wyrazenia na pracg w odwracalnym procesie odcigzenia zakladajac, ze state
materialowe, w tym takze modut Younga, majg pierwotne warto$ci. Wnioskujemy, ze od-
ksztalcenie sprezyste

e g
(61) & = E,
przy czym :
(6.2) & = &P’

weiaz odgrywa role parametru stanu. Metoda okre$lenia ¢ jest przedstawiona na rys. 11,
kt6éry pod tym wzgledem jest podobny do rys. 7 z ta tylko réznica, ze naprezenia, przy
ktérych nastepuje plastyczne plynigcie, sa zmienne; odpowiednia zalezno$§¢ jest przy tym
dana empirycznie.

G 2

Rys. 11. Naprezenie sprezyste

Poniewaz dla dwu stanéw charakteryzujacych sie tym samym naprezeniem (@ i @’ na
rys. 11) co najmniej trzy parametry stanu o, € i T maja te same wartosci, wigc wnioskujemy
stad, ze dwa takie stany sa identyczne. Wskazuje to na fakt, ze dwa kolejne po sobie naste-
pujace procesy: nieodwracalny proces | 2 i odwracalny proces 2 1’ stanowia nieodwracalny
cykl izotermiczny.

Dla rozwazanego przypadku zachoduje swa stuszno$¢ termiczne réwnanie stanu oraz
wyrazenia dla energii wewngtrznej, entropii, pracy w procesie odwracalnym i iloéci ciepta,
ktére odnosza si¢ do przypadku preta sprezystego, z tym tylko, Ze nalezy w nich zamiast ¢

2+
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podstawi¢ &°. Podobnie zachowuja wazno§¢ réwnania (5.4)-(5.7). Wykres stanu jest
identyczny z przedstawionym poprzednio na rys. 8 (lub 1i2) z tym jednak, Ze teraz izotermy
sa ograniczone przez naprezenia zrywajace ¢,, a nie przez granicg plastycznosci oy, jak dla
ukladu sprezysto-idealnie plastycznego.

Wyrazenia dla pracy i ciepta dysypowanego — réwnania (5.6)—(5.8) — mozna przed-
stawi¢ jako pola powierzchni na wykresie naprezenie-odksztalcenie w przypadku proceséw
izotermicznych ; przedstawia je rys. 12. Pole 0 1 2 b reprezentuje aktualna pracg¢ wykonana
w uktadzie

2
[ ode = —w,
0

podczas gdy pole a 2 b prace wykonang w ukladzie w procesie odwracalnym. Réznica —
pole 012 a jest proporcjonalna do energii dysypowanej podczas procesu (por. réwnanie
w p. 10); nie jest ona réwna ani ilosci ciepla Q° wymienionej w sposéb odwracalny, ani
aktualnie wymienionej iloéci ciepta Q, ale ich réznicy. Kiedy po pelnym cyklu od stanu
poczatkowego uklad po odciazeniu powraca do stanu a, wowczas pole 012 a staje sig
réwne energii dysypowanej podczas cyklu, to znaczy cieplu oddanemu otoczeniu. Iloéé
oddanego ciepta jest wtedy rowna catkowitej wykonanej pracy.

[lodeP=wo-w=0"-Q=T, [do

/ﬁﬁ 2

o) T=To=const

14 / flode=-w
/\ ]
>
A
/
/ l /\ L< J:)zcdée=— Wa
"<
/
4] a b ?—f
e? et
. e

Rys. 12. Geometryczna interpretacja calek na izotermicznym wykresie naprezenie-odksztalcenie

Rysunek 5 przedstawia prosta analogie mechaniczng preta odksztalcanego pla-
stycznie. Przypadek N = const odpowiada przypadkowi idealnej plastycznosci, podczas
gdy przypadek ze wzrastajacym N powyzszemu uproszczonemu przypadkowi wzmocnienia.

7. Material lepkosprezysty

Zajmiemy si¢ teraz mozliwie najprostszym materialem lepkosprezystym, mianowicie
takim, ktéry spelnia prawo Hocke’a przy dowolnie danej szybkosci odksztalcenia é.
Uwzgledniajac, 7e szybko$é odksztalcenia ma wplyw na zwiazek miedzy odksztalceniem
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i naprezeniem, przyjmiemy, ze efekty bezwladnosciowe moina pomingé. lzotermiczny
wykres naprezenie-odksztalcenie dla takiego materiatu przedstawiony jest na rys. 13;
szybkosé odksztatcenia ¢ wystepuje tu w roli dodatkowego parametru. Pierwszy nasuwajaca
sie myslg jest, ze stan ukladu, na przyktad w punkcie 4, opisujg w sposéb zupelny trzy
sposrod czterech zmiennych: o, e, T'i é. Innymi stowy «naturalne» wydaje si¢ dolaczenie
szybkoéci odksztalcenia jako dodatkowego parametru i przyjecie w zwigzkn z tym, ze stan
okreslaja nie dwie, lecz trzy niezalezne wielkosci. Stusznosci tego przypuszczenia nie mozna
rozstrzygnaé przez odwolanie si¢ do jakiej$ zasady; poprawng odpowiedZ moze daé tylko
interpretacja faktéw do§wiadczalnych.

Na podstawie danych do$wiadczalnych przyjmujemy, ze odwracalne sg tylko procesy
przebiegajace przy é = O; wszystkie inne sa natomiast nieodwracalne. Fakt ten, jak to

>0 T=T, =const

ek Al é=0
]
//'

‘Lb

L3
N oY

5°

<

i

Rys. 13. Materiat lepkosprezysty

zaraz zobaczymy, wyklucza mozliwo$é, ze ¢ reprezentuje prawdziwy parametr stanu,
i prowadzi do wniosku, ze takie wielkoéci, jak entropia i energia wewngtrzna lub jaki-
kolwiek inny potencjal termodynamiczny muszg byé niezalezne od é.

Gdyby & byto prawdziwym parametrem stanu i gdyby termiczne réwnanie stanu miato
postac

(7.1) fo,8,6,T) =0,
woéwczas mozliwe byloby przeprowadzenie procesu odwracalnego, to znaczy procesu,
podczas ktérego uklad przechodzitby przez cigg standw réwnowagi przy dodatkowym
warunku é = const. WspomnieliSmy juz, ze jest to mozliwe tylko wowczas, gdy & = 0.
A ten wlasnie fakt wyklucza ¢ jako zmienng z réwnania (7.1).

Szybko$é, z jakg jest wykonywana praca (w spos6b nieodwracalny) przy & > 0, jest
réwna :
(7.2) dw|dt = —o%,
co wskazuje na to, Ze o moze nie mieé charakteru parametru stanu. Roéwnanie (7.2) mozna
takZe przepisa¢ w postaci

(7.3) dW = —otde,
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tak Ze praca w procesie odwracalnym przy é = 0, jest réwna

(7.4) dW = —¢®de,

gdzie 0°< 0. Rownanie powyzsze identyfikuje o¢ jako prawdziwy parametr stanu. W takim
razie naprezenie musi by¢ rozioZzone na «odwracalnay» cze§é sprezysta o¢ i cze$é lepka o?:
(7.5) o = g°+0o?

jak to sugeruje rys. 13. W konsekwencji, z punktu widzenia termodynamiki stany 4 i A’
na wykresie sa identyczne. W celu obliczenia energii wewngtrznej « lub entropii s w punkcie
A nie koniecznie trzeba {aczy¢ A4 i, powiedzmy, punkt reprezentujacy stan naturalny linig
odpowiadajaca procesowi odwracalnemu od jednego stanu do drugiego; zamiast punktu
A mozna réwnie dobrze postuzy¢ sie punktem A’

Jest teraz rzecza jasna, ze dla rozpatrywanego przypadku pozostaja stuszne wszystkie
réwnania dla ukiadu sprezystego. W szczegdlno$ci niezmienione pozostaje réwnanie
podstawowe (2.21), ale we wszystkich pozostalych réwnaniach trzeba o zastapié przez o®.
Na przykiad, zamiast dobrze znanego réwnania

(7.6) (%Z) =q

dla ukiadu sprezystego, ktore wynika bezposrednio z zaleznosci
du = Tds-t+ade,

musimy napisaé

) (%) = g°

Podobnie przy przeprowadzaniu transformacji Legendre’a réwnania podstawowego (2.21)
nie wolno zapominaé, Ze dla materialu lepkosprezystego

(7.8) h(s, 0®) = u—o%, f(T,6) =u—Ts, g(T,0°) = u—oc%—Ts
ize
op . ., O op
. — = I =L
(7.9) pws 0, ale ze na ogot 35 e #0

dla kazdego potencjatu termodynamicznego ¢ (r6Zniczkowanie przeprowadza sie przy
ustalonych innych zmiennych).

Przedstawiona obecnie sytuacja jest analogiczna do sytuacji w przypadku cieczy lepkiej,
dyskutowanej krotko w zwigzku z rys. 6. W tym ostatnim przypadku nie bylo mowy o tym,
ze moment M ub predkoé¢ katowa w powinny wejé¢ do réwnania stanu. Innymi stowy,
poniewaz moment M jest calka z naprezenia $cinajacego t w cieczy lepkiej, predkoéé za$
katowa w jest proporcjonalna do gradientu predko$ci w warstwie, nikt nie zaproponowal,
aby ktorakolwiek z tych dwu wielkoéci wstawi¢ do réwnania stanu cieczy lepkiej. W row-
naniu stanu zachowuje si¢ jedynie ciénienie, to znaczy jedna trzecia $ladu pelnego tensora
naprezenia i objetodé, to znaczy jedna trzecia calki po czasie ze §ladu tensora szybkoéci
odksztatcenia.
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W przypadku lepkosprezystym proces przebiegajacy przy & >0 jest nieodwracalny
i entropia produkuje si¢ z szybkoscia
(7.10) T—Zg = oY
zupelnie analogicznie jak w przypadku cieczy lepkiej. W procesie izotermicznym kompen-
sacyjny strumien ciepla zapewnia utrzymanie stalej warto$ci entropii, to znaczy wartosci
odpowiadajacej temu samemu odksztalceniu, ale przy réwnej zeru szybkosci odksztalcenia.

Dalsza réznica miedzy materialem lepkosprezystym i materialem plastycznym polega
na tym, ze teraz trzeba rozwazal procesy przebiegajace ze skoficzonymi predkosdciami,
podczas gdy poprzednio dopuszczalne byly jedynie procesy quasi-statyczne. Mozliwos¢
wykorzystywania w dalszym ciagu réwnan klasycznej termodynamiki opiera si¢ na hipo-
tezie, w my$l ktérej w kazdej chwili procesy przebiegajace ze skofczonymi predkosciami
mozna traktowaé jako procesy quasi-statyczne. Warto tu zauwazy¢, ze na tej hipotezie
bazuje cala mechanika plynéw.

8. Pelzanie i relaksacja

Rozwazania prowadzone w poprzednich punktach moga sugerowaé, Ze termiczne
réwnanie stanu materiatu, w ktérym przebiegaé moga procesy pelzania i relaksacji, powinno
mie¢ rowniez postac:

8.1) fle,0,T) = 0.

Jednakze jest to oczywiécie niemozliwe, jako ze w procesie pelzania zmienia si¢ odksztal-
cenie, podezas gdy ¢ = const i 7 = const, natomiast w procesie relaksacji zmienia sig o,
podczas gdy & = const i T = const. Musimy oczywiécie dojé¢ do wniosku, Ze réwnanie
(8.1) powinno zawieraé co najmniej jeszcze jedna zmienna &, ktérej zmiana skompensuje
zmiane o lub & zaleznie od przypadku. W konsekwencji termiczne réwnanie stanu musi
przyja¢ postac:

(83.2) fle,0,T,8) =0,

gdzie symbol &; oznacza tyle zmiennych &, ile nakazuje przyja¢ do$wiadczenie w kazdym
przypadku.

Interpretujemy tu wyniki do§wiadczen w taki sposéb, ze zakladamy, iz zmienna lub
zmienne & s3 tej samej natury, co i stopien reakcji chemicznej. Wiaczenie takich zmiennych
do réwnania stanu przedstawia ciagta aproksymacje, ktéra daje mozliwoé¢ uwzglednienia
przemianchemicznych czy dyfuzji, jesli takie moga wystapi¢ w ukladzie w stanie zahamo-
wanej réwnowagi chemiczne;j.

Ten punkt widzenia przyjety jest w pracy J. MEIXNERA na temat zjawisk relaksacji
[2, 3], a takze w monografii S. R. DE GROOTA i P. MAZURA [4] w zwiazku z opisem relaksacji
sprezystej. Praca J. MEIXNERA [2] zawiera szczegOlnie prosty opis relaksacji w precie pod-
danym dziataniu jednoosiowego naprezenia. Teoria jest oparta na rozwinigciu na szereg
Taylora funkcji Helmholtza (co do ktoérej zaklada sie, ze zalezy od jednego tylko para-

metru wewnetrznego &) w poblizu stanu réwnowagi chemicznej, dla ktérego przyjmuje
sic £ = 0.
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Ograniczajac sie do procesdéw izotermicznych mozna réwnanie podstawowe napisad
w postaci:

(8.3) £, & = £(0,0)+ %—Eooez—l—baf—l— ;— c&?;

rézniczka f ma wtedy postaé:
(8.4) df = ode— AdE

gdzie ¢ jest powinowactwem sprzezonym z &.
Z relacji przyjetej dla funkcji Helmholtza wynika, ze

[or) _
8.5 o= \E)g—— Ese+b&
oraz
. - 3f) o

(8.6) —A = ((’)—E = be-cé.
Podczas procesu odwracalnego & = 01 mamy:

2

o= (Eoo—— b—)e s
¢

co wskazuje, ze modut Younga jest dany wzorem:

2

(8.7) E = Ep— % < Eo.

Postulujac liniowy zwiazek miedzy powinowactwem of i uogdlnionym strumieniem
dé[dt, to znaczy zakladajac

dé
(8.8) ol = CW’
mozna wyprowadzi¢ tak zwane dynamiczne réwnanie stanu(5)
(8.9 o+71,6 = E(e+7,¢€),
gdzie '
c . C Ey
(8-10) TE—T 1 TG~7T.

Rozwigzanie ogdlne rédwnania (8.9) mozna napisaé w postaci
°
(8.11) a(t) = Eme(t)dyj e_"/r”a(t—u)du,
£9

gdzie pominigto addytywny, zanikajacy czlon const x exp(— ¢/z,).
Interpretacja tego réwnania prowadzi czgsto do pewnych nieporozumien. Jak widaé,
réwnanie to opisuje proces termodynamiczny bedacy wynikiem «przylozenia» z miennego

(%) Uzycie tu okre§lenia «réwnanie stanu» jest nieusprawiedliwione, gdyz réwnanie to zawiera wielkoéei,
ktére nie sg prawdziwymi parametrami stanu.
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odksztatcenia () do koncow preta. Jesli z wyrazen dla e(z) i o(¢) wyeliminujemy parametr ¢,
to powinni§my otrzyma¢ pewng reprezentacj¢ tego procesu na plaszczyZnie napreZenie-
odksztalcenie; w tej reprezentacji procesu parametr wewnetrzny £ nie jest staly, ale zmienia
si¢ od punktu do punktu, jak tego zada réwnanie (8.5). Tak wigc zwiazek tego typu nie
moze stanowi¢ réwnania stanu; wszystkie réwnania stanu dla izotermicznie «zamrozonej»
réwnowagi wewnetrznej sg zawarte w réwnaniu (8.3). Nie jest wigc rzecza zaskakujaca,
e szczegbly procesu zaleza od wszystkich «obecnych» i «przesztych» wartosci funkeji e(r)
opisujacej zalezno§¢ odksztatcenia od czasu («historii» odksztalcen na brzegu). To nie
usprawiedliwia stwierdzenia interpretowanego czgsto bardzo szeroko, ze rozwazany uklad
jest obdarzony «pamigcia» (zanikajaca lub jaka$ inng) i ze jego aktualny stan zalezy od
calej' historii uktadu. llekroé rozpatruje si¢ proces termodynamiczny, tylekro¢ stwierdza sie,
ze wszystkie parametry stanu sa funkcjami czasu i ze ich wartosci w jakiej§ szczegblnej
chwili zaleza od wszystkich warto§ci wszystkich parametrow w danej chwili i w przesztosci.
To jednak nie oznacza, Ze czas musi wystgpowaC w sposob jawny w réwnaniach stanu,
stanowigcych przeciez zwiazki migdzy parametrami stanu w danej chwili. Odwrotnie,
jesli do opisu przyjete sa poprawne niezalezne parametry stanu, czas musi zniknaé z kazdego
prawdziwego réwnania stanu.

Obecnoé¢ parametru wewngtrznego £ w poprzednich rozwazaniach sugeruje wyraznie,
7e teoria materialéw lepkosprezystych, potraktowana opisowo w poprzednim punkcie,
moze by¢ zbudowana na zatozeniu istnienia wewngtrznych zmiennych uktadu. Ten punkt
widzenia jest szczegOlnie wyraZnie przyjety w licznych pracach J. MEIXNERA [3].

9, Schemat ogdblny

Rozszerzenie powyzszych rozwazan na ofrodki ciagle w przypadku materiatéw spre-
zystych okazuje sie proste i nie budzace watpliwoéci. W bardziej skomplikowanych przy-
padkach rézni autorzy stosuja rézne podejscia; w zwiazku z tym przed przystapieniem
do zbadania zjawiska wzmocnienia w ramach teorii obszaréw (domen) sprezysto-plastycz-
nych nie od rzeczy bedzie rozpatrzenie pewnych ogdlnych zasad analizy.

Autor jest przekonany, ze dla skonstruowania termodynamicznego opisu ukladow
ciagtych trzeba zaakceptowaé zasadg stanu lokalnego [5]. Zasada ta zapewnia, Ze wszystkie
zwiazki miedzy wielko$ciami termodynamicznymi, ktére sa stuszne dla ukladéw jedno-
rodnych, pozostaja w mocy w kazdym punkcie w przestrzeni 1 w kazdej chwili czasu,
nawet je$li procesy przebiegaja ze skonczonymi predko$ciami. Osiagnigcia teorii sprezy-
stoci 1 mechaniki ptyndéw sg zbudowane wlaénie na tej zasadzie. Zgodno$¢ miedzy tymi
teoriami 1 do$wiadczeniem sugeruje, ze zasade stanu lokalnego mozna bez Zadnych za-
strzezen przyjac¢ takze jako podstawowe zalozenie teorii majacych opisaé niesprezyste
zachowanie si¢ materialéw. Kwestii czy zasadzie tej mozna nada¢ charakter uniwersalnej
zasady termodynamiki oérodkéw ciaglych nie ma potrzeby tu dyskutowac.

W kazdej chwili czasu ¢ uklad ciggly znajduje si¢ w okre$lonym stanie, ktoéry charaktery-
zuja rozklady przestrzenne jego (prawdziwych) parametréw termodynamicznych ¢;. Stan
Jjest zatem okreSlony przez »n p6l py(x, {) gdzie x jest wektorem polozenia, za§ »n oznacza
liczb¢ niezaleznych wielkoSci termodynamicznych odpowiedniego ukiadu jednorodnego.
Czas t odgrywa role parametru. Kiedy czas zmienia si¢, wowczas mowimy, ze w ukladzie
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przebiega proces. Jesli p jest dowolna wielkoscia zalezng, wowczas istnieje jednoznaczne
réwnanie stanu:

©.0 p(x, 1) = Flp:(x, 1), ..., pu(x, O],

ktore jest spetnione w kazdym punkcie x i w kazdej chwili czasu ¢. Funkcja F nie moze
zalezeé jawnie ani od wektora polozenia x, ani od czasu f.

Wygodne okaze si¢ dokonanie przegladu tych réwnan termodynamiki, ktére muszg
byé w zwarty sposéb uogblnione dla uktadow tréjwymiarowych (7). We wszystkich dyskuto-
wanych poprzednio przyktadach analiza faktow doswiadczalnych dostarcza nam wyrazen
dla pracy catkowitej dW i pracy w procesie odwracalnym dW0. Pozwala to napisac pierwsza
zasade termodynamiki w dwu postaciach. Rozwazajac elementarna quasi-statyczng zmiang
stanu miedzy dwoma sasiednimi stanami mozemy dla procesu odwracalnego napisaé:

(9.2) dU = dQ*—dw"°
i osobno dla procesu nieodwracalnego:
9.3) dU = dQ—dw.

W réwnaniach tych U przedstawia catke wzieta po objgtosci V ukiadu przy f = const;
dU reprezentuje w takim razie zmiang tej wielkosci w ciagu czasu dt. Wielkosci dQ, dW,
dQ® i dW° sa liczone jako calki ze strumienia ciepla i ze strumienia pracy odpowiednio
po powierzchni 2 ukladu, oczywiscie przy zatozeniu, ze na uktad nie dziataja pola elektrycz-
ne, magnetyczne czy grawitacyjne; strumienie te mozna przy tym opisa¢ za pomoca odpo-
wiednich pdl wektorowych.

Réwnanie (9.3) stanowi réwnanie energii dla procesu w ukladzie. U jest tu jedynie
funkcja prawdziwych parametréw termodynamicznych ukladu(?). Wyrazenia dla dQ i dW
moga jednak zawieraé wielkoéci, ktére nie musza byé wielkoSciami termodynamicznymi.
Réwnanie (9.2) moze natomiast zawieraé tylko wielkosci termodynamiczne. W réznych
zmodyfikowanych postaciach réwnanie (9.2) jest znane jako réwnanie Gibbsa, szczegdlnie
wéwezas, gdy przyjmuje sie w nim dQ° = TdS i podstawia sie odpowiednie wyrazenie na diW°.
Na przyklad dla uktadu w stanie zahamowanej réwnowagi chemicznej, w ktédrym prze-
biega pojedyncza reakcja chemiczna, rownanie (9.2) zaklada sie w dobrze znanej postaci:

9.4 dU = TdS—-PdV— dé,
gdzie ¢{ jest powinowactwem chemicznym, & za$§ stopniem reakcji. £ jest tu parametrem
stanu, tak ze U = U(S, V, §). Oczywiscie w tym przypadku

dw® = pdV+ AdéE

i, jak latwo si¢ przekonaé, PdV przedstawia wyrazenie dla pracy calkowitej, a nie dla pracy
wykonanej w sposob odwracalny, poza przypadkiem gdy & = const lub ¢ = 0. W przy-
padku uktadu ciggtego S musi by¢ liczone jako calka objetoéciowa i dS przedstawia wtedy
zmiang tej catki w ciagu czasu dr. '

(") Szersza dyskusje mozna znalezé w [5], rozdziat 13.
(®) W wielu pracach energi¢c wewnetrzna przyjmuje sie czesto blednie jako funkcje wszystkich para-
metrow wystepujacych w danym problemie. :
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Poréwnujac rownania (9.2) 1 (9.3) otrzymujemy:
(9.5) dQ°—dQ = dW°—dw,
co wyraza sobg niezalezno$¢ zmiany energii wewngtrznej od procesu. Pozwala to napisaé
wyrazZenie dla entropii

ds = dQ°|T

w postaci
a0 dwl—dw
i
Roéwnanie to wyraza fakt, ze réznica migdzy zmiang entropii ukiadu 45 i ta jej czescia,
ktéra jest zwigzana z wymiana ciepta w procesie nieodwracalnym, wyrazajaca sie przez
strumieri entropii, jest réwna wielkosci

(9.6) dS—

(9.7) dg = L7 47

ktéra mozna interpretowaé jako ilo§¢ entropii generowana przez proces nieodwracalny
w ciagu czasu df. Nieréwnoé¢ Clausiusa zada, aby dla procesu nieodwracalnego
dw—dw

T
czyli aby obydwie powyzsze wielkosci byly dodatnio okreslone. Réwnanie (9.6) mozna
przeksztalcié do postaci

d) >0 oraz

>0,

9.8) dQ = TdS—Tdo.
Ma mocy (9.3) réwnanie to jest rtOwnowazne nastgpujacemu:
(9.10) dU = TdS—dW-—Td0,

co stanowi inng posta¢ réwnania Gibbsa. Z poréwnania powyiszego réwnania z (9.4)
widaé, ze dla uktadu chemicznego

dWw = PdV, d0=%d§ oraz  dW°—dW = AdE.

Kiedy znane sa juz wyrazenia dla pracy wykonanej w sposéb odwracalny i nieodwra-
calny, nie ma potrzeby uogélniania réwnania Gibbsa na przypadek tréjwymiarowy(?);
wyrazenie dla produkcji entropii mozna bowiem napisa¢ od razu — jest to réwnanie (9.7).
Wyrazenie dla wydajno$ci Zrodta entropii df/dt na jednostke objetosci (lub masy) i jednostke
czasu bedzie mialo szczegblnie prosta matematycznie postaé. W poprzednich przykladach
wykazalismy, Zze obydwa wyrazenia dla pracy maja postaé:

dW?® = Xody0  oraz dW = Xdy,

gdzie X i X° sa wielkoéciami intensywnymi, y i yo za§ wielko$ciami ekstensywnymi(10),
Przy tej formie zapisu wyrazen dla pracy wiadomo, Ze tylko X0 i y0 sg parametrami stanu.
Tak wiec

do  Xodyo/dt—Xdy|dt

dr T ’

(®) Ze wzgledu na wystepowanie w tym rownaniu T rownanie musi by¢ najpierw napisane dla objgtosci

elementarnej i dopiero potem scatkowane.

(19) W ogblniejszym przypadku moze wystapi¢ suma takich wyrazed, dla prostoty pomijamy tu znak
sumowania.
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to znaczy wydajnos$é zrodla entropii wyraza sie przez iloczyny uogélnionych sit X i X0
przez uogdlnione strumienie y i y0. Wyniki do$wiadczalne odnoszace si¢ do ukladow
prostych, zawarte w réwnaniach stanu — na przyktad w podstawowym réwnaniu stanu —
dostarczaja jedynie informacji o zwiazku miedzy X0 1 0. Relacje migdzy X i y trzeba okresli¢
w oparciu o do$wiadczenia innego charakteru.

10. Réwnania konstytutywne

Poprzednie uwagi prowadza do waznej interpretacji réwnan konstytutywnych. Poniewaz
naprezenie i odksztalcenie moga wystgpowaé jako wielkoséci termodynamiczne oraz jako
wielkosci wystepujace w wyrazeniu dla catkowitej pracy dW w procesie nieodwracalnym,
wiec relacje migdzy nimi moga wynika¢ z dwu niezwiazanych ze sobg zespoléw d anych
do$wiadczalnych: tych, ktére prowadza do réwnania stanu, i tych, ktére okreslajg zwigzki
miedzy sitami i strumieniami w procesie nieodwracalnym. Dla wyraznego odréznienia
tych parametréw, ktére wystepuja w wyrazeniach dla energii, entropii i pozostatych poten-
gjatéw termodynamicznych, i tych, ktére do tych wyrazen nie wchodza — najlepiej jest
obie te grupy danych doswiadczalnych interpretowaé osobno. W réwnania ruchu (réw nania
Cauchy’ego) wchodzi pelna relacja konstytutywna; w przeciwiefistwie do tego wypisujac
réwnanie energii trzeba zwrdcié baczng uwage, aby czlon dU zawieral tylko te parametry,
ktére sg okre§lone przez réwnanie stanu; w wyrazeniu dla pracy catkowitej wystepuja
ponownie wszystkie czlony relacji.

Na przyktad dla ukladu lepkosprezystego

db ové
10, =
(10.1 dt T
i mozemy zalozy¢ liniowa relacje miedzy o¥ i é:
(10.2) 0% = pué,

gdzie u odgrywa role wspdlczynnika lepkosci, W ukladzie mamy oczywiscie zawsze do
czynienia z dodatkowym rozktadem Zrédet entropii, zwiazanym z przewodnictwem ciepl-
nym. Zasada Curie(!!) pozwala jednak stwierdzi¢, ze te dwa rodzaje zZrédel entropii w o$rod-
ku izotropowym nie wplywaja na siebie nawzajem, tak Ze to ostatnie mozemy dla prostoty
pominaé. Dochodzimy w takim razie do wniosku, Ze kompletne réwnanie konstytutywne
ma dla naszego ukladu postaé:

(10.3) 0 = eE— B (T—Ty)-+ué.
Jednakze
104 u= —;—Esz-{—cheTo-i—cz(T— Tp) =
e 2
= % E [% +a(T— To)] + a0 To+ > ETo(T— To)+ c(T—To)
oraz
(10.5) s = aFEe+c, In(T|Ty) = oo+ o2E(T—To)+c,In(T/Tv).

(1) Por. [4], str. 57.
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11. Relacje Onsagera

Przypominamy, Ze macierz wsp6tezynnikéw fenomenologicznych jest konsekwencja
zapisu zwigzkéw migdzy uogdblnionymi sitami i uogdlnionymi strumieniami w oparciu
o wyrazenie dla produkcji entropii. Twierdzenie Onsagera orzeka, ze macierz ta musi byé
symetryczna(!2). W tym ujeciu(*?) rozwaza si¢ mate odchylenia od stanu réwnowagi; jest
wiec rzecza jasna, ze jestemy zupelnie usprawiedliwieni méwiac, iz dany strumien jest
wywolany przez dang silg, jesli obydwie wielkoéci znikaja jednocze$nie. Jest réwniez jasne,
7e w tym ujeciu te strumienie, ktére wystepuja w ogélnym wyrazeniu, sg pochodnymi
ekstensywnych wielko$ci termodynamicznych.

W naszych poprzednich przykiadach sytuacji tej odpowiada przypadek lepkiego na-
prezenia o? i sprzgzonego z nim strumienia & Wyjatek stanowi natomiast przypadek prze-
plywu plastycznego (z uwzglednieniem wzmocnienia lub bez). W tym przypadku sita nie
znika, gdy znika strumieni, i uktad jest wyprowadzony ze stanu rownowagi jedynie wskutek
zaburzenia pola temperatury, pozostajac jednoczeénie, ze tak powiemy, w réwnowadze
wzgledem pola naprezenia. Trudno jest tu stwierdzi¢, czy rzeczywiste zachowanie sie
uktadu mozna opisa¢ w ramach normalnego schematu prowadzacego do macierzy wsp6t-
czynnikéw fenomenologicznych; wydaje sig, ze nie mamy tu innej mozliwosci, jak tylko
stwierdzié, ze przeplyw plastyczny nie spelnia relacji Onsagera.

12. Teoria obszaréw (domen) sprezysto-plastycznych

Dokladna analiza faktéw do$wiadczalnych wskazuje, ze prety metalowe nie s3 na-
prawde jednorodne. Ogladane przez mikroskop przedstawiaja soba mieszaning obszaréw
(domen) o przypadkowych ksztaltach i chaotycznie zorientowanych wzglegdem siebie,
ktore w sprzyjajacych okolicznoéciach ulegaja poflizgowi. Poslizgi te nastgpuja wzdtuz
wyraznie widocznych plaszczyzn i sa wynikiem ruchu dyslokacji.

Proponujemy wyjasnienie procesu wzmocnienia przez zalozenie, ze kazda taka domena
wzigta osobno zachowuje sie sprezyécie az do pewnej granicy; po jej przekroczeniu domena
deformuje sie plastycznie bez zmiany objeto§ci w sposdb, ktory sugeruje szkic na rys. 14.
Odnoénie deformacji plastycznej zaktadamy, Ze nastgpuje ona wzdtuz plaszczyzny poslizgu.
Stan termodynamiczny obszaru (domeny) sprezysto-plastycznego jest wigc opisany przez
parametry zidentyfikowane w p. 5 jako parametry termodynamiczne preta ulegajacego
deformacji idealnie plastyczne;j.

Od razu zakladamy, ze uktad domen spelnia warunek ciagloéci; naruszenie tego warunku
jest rownowazne powstaniu okolicznoéci, w ktérych zapoczatkowuje sig proces zerwania.
Zadanie ciaglosci oznacza, ze domeny, ktére stykaja sie z domena ulegajaca deformacji
plastycznej, poddane sa dzialaniu wewnetrznych naprezen sprezystych i w zwiazku z tym
same moga ulec deformacji plastycznej, je§li powstang sprzyjajace po temu warunki. Stan
termodynamiczny calego ukladu opisuja pola: naprezen o;;(x), odksztalcen sprezystych
&f;(x), temperatury T'(x) itd.; do opisu stanu nie wchodzi jednak pole odksztatcen plastycz-
nych e;(x). Proces nastQpUJe wdéwezas, gdy pola te zmieniajg si¢ w czasie, ale zasada stanu

(12) Pomijamy tu komplikacje wynikajace z istnienia dwu rodzajéw sit uogélnionych ([2] artykul W ency-
klopedii), poniewaz ten fakt nie ma wplywu na nasze rozwazania,
(13 Por. [4], str. 36, 40 i 57.
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lokalnego zapewnia, ze réwnania p. 3 zachowuja swa stuszno$é. Wystapienie poslizgdw
samo przez si¢ nie powoduje zmiany stanu; zmiana taka nastgpuje w sposéb posredni
wskutek wplywu poélizgéw na naprezenia i wskutek wplywu Zrddet entropii na rozklad
temperatury.

Réznice w zachowaniu si¢ rdznych cial sa uwarunkowane réznymi $rednimi rozmiarami
domen i réznymi kryteriami po$lizgu. Zakladamy, ze poslizg nastgpuje woéwczas, gdy
naprezenie $cinajace, dzialajace na powierzchni poélizgu, osiaga warto$¢ krytyczng ..
Aby sformutowaé dokladne kryteria okreélajace orientacje plaszczyzny poslizgu i liczbe
mozliwych plaszczyzn poSlizgu w domenie dla konkretnego materiatu, trzeba przeprowadzic

b Powierzchnia
poslizqu

Rys. 14. Deformacja obszaru (domeny sprgzysto-plastycznego)
a) spretysta — ponizej granicy poslizgu, b) ezysto plastyczna — powyzej granicy plastycznodei

szczegbtowe i dokladne badania doswiadczalne. T choé nie jestesmy w stanie podad tu
tych kryteridw, mozemy jednak rozwazy¢ dwa przypadki graniczne, jako Ze mozna je
rozpatrze¢ w sposdb zupetnie ogdlny.

Rozwazmy wyzarzony material pozbawiony zupelnie wewnetrznych naprezei. Jesli
domeny nie majg zadnych wyrdznionych kierunkéw ptaszczyzn poslizgu, to mozemy
przewidzie¢ nastepujaca kolejno$¢ zdarzen, kiedy, powiedzmy, do koricéw preta przytozone
jest naprezenie rozciagajace. Na poczatku ukiad bedzie sig zachowywal zupetnie sprezyscie
i odwracalnie. Kiedy obcigZenie zewnetrzne osiagnie warto$¢, przy ktérej napiecia Scinajace
przewyzsza t,., wowczas caly uklad zacznie plynaé. Tak wigc pierwsza powierzchnia ply-
niecia uktadu bedzie odpowiada¢ dokladnie warunkowi plastycznodci Treski. Z drugim
warunkiem granicznym bedziemy mieli do czynienia wéwczas, gdy domeny sa male
1 bardzo liczne, 1 gdy kazda posiada jeden wyrdzniony kierunek poslizgu, przy czym kie-
runki te sag w ukladzie roztozone w sposéb zupetnie przypadkowy. Taki uklad na poczatku
bedzie sie zachowywal takze idealnie sprezyscie. Jednakze teraz plyniecie nie nastapi,
gdy w pewnym punkcie naprezenie $cinajace osiagnie wartodé przewyzszajaca T, gdyz
w punkcie tym wyrézniony kierunek moze si¢ rézni¢ od kierunku maksymalnego $cinania
wywolanego przez obcigzenie zewngtrzne. Ze wzgledu na zalozony przypadkowy rozklad
wyréznionych kierunkéw i zatozony brak zmian objetosci przy deformacii plastycznej
ogblne kryterium dla uktadu mogloby wyrazaé warunek, ze sily zewnetrzne w chwili
osiggniecia przez ukiad makroskopowej granicy plynigcia powoduja jedynie zmiany ksztaltu
ukladu. Przy zalozeniu, Ze wspdiczynnik przewodnictwa cieplunego jest bardzo duzy,
a wiec — ze proces przebiega przy stalej temperaturze, powyzsze kryterium plynigcia
byloby prawdopodobnie identyczne w swej formie z kryterium postulowanym niezaleznie
przez M. T. HuBera [6], R. Misesa [7] i B. P. HalGHA [8]. Innymi stowy, powinni§my
oczekiwaé, Ze kryterium plyniecia bedzie odnosié si¢ do stanu osiagnictego przez ukiad
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jako cato$¢ i opisanego przez pracg, jaka trzeba wykonaé izotermicznie w sposéb odwra-
calny, aby w kompletnie wyzarzonym materiale wywotaé krytyczne zmiany ksztattu. Termo-
dynamiczna naturg tego kryterium stwierdzit po raz pierwszy G. A. KLUITENBERG [9].

Jest rzecza dobrze znang, ze wigkszo$é materiatdéw w stanie wyzarzonym cechuje sie
pierwsza izotermiczna powierzchnia plastycznosci, ktéra lezy miedzy tymi dwoma ekstre-
mami. Wskazuje to na fakt, ze aby obliczy¢ analitycznie pierwsza granice plastycznosci,
trzeba dysponowaé wystarczajaca ilodcia informacji o mikrostrukturze ukiadu. Warto
tez zauwazy¢, ze poprzedni obraz sugeruje, iz podczas procesu pole tensora odksztatcen
plastycznych e(x, 1) jest w zasadzie nieciaglte, gdyz zalozenie o nieistnieniu wyréznionych
kierunk6w pofélizgu jest nie do utrzymania.

Aby otrzymaé nieco bardziej przejrzysty obraz zachowania si¢ takiego przyjetego
ukladu, mozemy znowu rozwazy¢ pret poddany jednorodnemu rozcigganiu, jak to poka-
zano na rys. 15. Rozwazmy jego gérna czgé juz po przekroczeniu granicy plastycznosci.

a p b xp
T
NG
X3 |
o — c} | G
Xy AN G

e

p

Rys. 15. Istota naprezent wewnetrznych

Widzimy, ze na skutek przypadkowego rozkiadu domen zdeformowanych plastycznie
powierzchnia poczatkowo plaska nie pozostanie powierzchnia plaska. Ilustruje to rys. 15.
Jest rzeczg jasna, ze rozklad naprezen normalnych, ktére powinny zapewnié spetnienie

warunku ciggloéci, nie moze byé jednorodny, ale musi byé okreslony przez naprg¢zenie
§rednie

— P
(12-1) 0 = MA(; 53,'53,',

gdzie P oznacza jednorodne obciazenie, za§ 4, poczatkowe pole przekroju poprzecznego.
Ponadto w materiale bedzie istnie¢ niejednorodny rozkiad naprezen of; o wartosci $redniej
réwnej zeru. Pole naprezenia 0i;(x, t) jest polem wewnetrznym, znikajacym na brzegu.

Podczas procesu odciazania napreienie $rednie o;; bedzie jednostajnie maleé do zera;
nie mozna jednak tego powiedzie¢ o polu naprezern wewngtrznych, ktére zachowuje sig
z razu nietknigte. Po pewnym czasie pole naprezen wewnetrznych bedzie zawieraé skfadowe
Sciskajace i w tych okoliczno$ciach wywrze wptyw na powierzchnie plastycznodci przy
Sciskaniu, prowadzac tym samym do efektu Bauschingera.
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Zgodnie z tg teoria po cyklu skladajacym si¢ z obcigzenia i odcigzenia ukfad nie moze
powrdci¢ do stanu pierwotnego. Stany 0 i 3 na rys. 11 nie sa wigc dalej identyczne, jak to
zalozono w teorii elementarnej w p. 6. Okoliczno$é t¢ implikuje «morze nieodwracalnosci»
P. W. BRIDGMANA. Faktem bowiem jest, ze rzeczywiscie nie mozna, ogblnie médwiac,
odtworzyé pierwotny stan ziozonego uktadu za pomoca odpowiednich sit przytozonych
do jego powierzchni. Jednakze stan pierwotny kazdej domeny odtworzy¢ mozna, przy-
najmniej my$lowo, tak ze traca swa moc obiekcje odnoénie zastosowania réwnan klasycznej
termodynamiki do opisu zjawisk mechanicznych.

13. Pewne og6lne wyniki J. R. Rice’a

Profesor J. R. RICE, opierajac sig na poprzednio przedstawionych ideach, uzyskatl szereg
interesujacych rezultatéw. Przytaczamy je tutaj za jego zgoda.
Wracajac do przypadku preta przedstawionego na rys. 15 znajdujemy, Ze na powierzchni
X zachodzi:
nyoy =0,

gdzie n; oznacza wektor normalny skierowany na zewnatrz. R6wnania réwnowagi maja
postaé:

86;1- _ 0’
8xj
zatem:
d ’ ' aO’;k ’
f—aTk-(ij‘,-k)dV = f(éjkmk+xja—xk) av = fO'inV.
| 4 Vv v
Ale

-

f“ —~— (xjtﬁk)dV: J xjnkd,fde',

P

gdzie 2 jest polem powierzchni. Dowodzi to, ze

(13.1) [oyav =o.

v
Réwnanie stanu (3.6) oraz zasada stanu lokalnego pozwalaja nam napisac:

EO(T()

U= f[ (01407 Eijtei)- F (Ekk+5kk)]dV

gdzie €;; reprezentuje odksztalcenie §rednie wywolane przez §rednie naprezenie ¢;;. Zatem

- — | EoTy_
U= (E‘ Oij i+ 1— 20 Ekk) V4 — fo'uﬁ

V = Aoly oznacza tu objeto$é preta. RGwnanie to wyraza soba podzial energii wewngtrznej
na dwie czeéei: makroenergie

(13.2) UM_(I__ E“T"‘)V

3 (7118:14—“—2—781(1«
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ktéra ukiad posiada niezaleznie od tego, czy sa w nim naprezenia wewnetrzne, czy ich
nie ma, i mikroenergie

]‘ " 1 ’
(13.3) U, = 5 J oijedV
vV

zwiazana z istnieniem mikronaprezen w ukladzie.

Przeprowadzajac takie same rachunki dla entropii w oparciu o réwnanie (3.5) znaj-
dujemy, ze

oF , akEV _

(134) S = Vf_l‘:_i’l-) 8kk+£kk)dV: T::—z—;}&‘kk.
Réwnanie to pokazuje, ze ukiad posiada tylko makroentropie Sy; jego mikroentropia
S, jest tozsamosciowo réwna zeru.

Stanowi to podstawe do zastosowania réwnania Gibbsa (9.10). Praca calkowita jest
réwna

dW = —Pdl,
przy czym
dwoe = —Ppdl,
gdzie /— oznacza sprezyste wydluzenie preta. Zatem
AUy +dU,, = TdSy+ Pdl—Tdf.

Poniewaz mikroentropia jest rdwna zeru, mozemy réwniez napisaé

AUy = TdSy+Pdl

i mamy
(13.5) Pd(I—N—dU,, = Tda > 0.

Réwnanie to dowodzi, ze praca sprezysta Pdl?, gdzie
' P =]-T,

jest wigksza od zmiany «mikroenergii» preta.

Te wstgpne i jak do tej pory zupelnie ogélne rezultaty sklaniaja nas do wyrazenia
nadziei, ze teori¢ domen sprezysto-plastycznych mozna dalej rozwingé i udoskonalic.
Jest rzeczg jasna, ze w tym celu konieczne jest dokladniejsze zbadanie natury plaszczyzn
poflizgu oraz ze natura powierzchni plastycznoéci ukiadu musi byé zalezna nie tylko od
oméwionych czynnikéw, ale takze od programu obciazenia na powierzchni ukladu.
Wyjaénia to, dlaczego wyniki do§wiadczen odno$nie powierzchni plynigcia sg tak trudne
do sklasyfikowania i interpretacji.

14. Cykl naprezeniowy

Jesli uklad jest poddany dzialaniu izotermicznego cyklu naprezeniowego od poczatko-
wego stanu sprezystego do koficowego stanu sprezystego, to po pelnym cyklu nastepuje
odtw orzenie jego objetosci, a takze jego entropii; ale jedli cykl obejmuje deformacje plastycz-

3 Mechanika teoretyczna
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na, wowczas musi ulec zmianie ksztalt uktadu. Mozemy si¢ réwniez przekona¢, ze wzrasta
energia wewnetrzna ukladu. Tak wiec dla poszczegdlnych cztondw réwnania (9.10) mamy
warunki

fris=o, fav>o, T§ds>o0.
Zatem
—W=—faw=fav+T§ a1 s
oraz
—W=fau+T{ s > 0.

Praca catkowita jest okreslona przez calke krzywoliniowa z pracy sit #; na przemieszczeniach
&, mierzonych na powierzchni 2. W konsekwencji otrzymujemy

(14.1) § [ tagaz = 0.
z

Réwnanie to przypomina kryterium statecznoéci D. C. DRUCKERA, ale nie jest mu réwno-
wazne.

Podziekowanie. Autor chciatby wyrazi¢é w tym miejscu wdzieczno$¢ swoim kolegom
z Brown University za wiele wyczerpujacych dyskusji na temat zagadnien stanowiacych
przedmiot niniejszej pracy. Autor chcialby podzigkowaé szczegblnie profesorom
D. C. Druckerowl, J. MexxNerowI (ktéry wykladal goécinnie pod koniec 1965 r.),
E.T. Onatowl i J.R. Rice'mu. Profesor J.R. RicE wyprowadzil szereg réwnan i tym
samym wzbudzit przekonanie o Zywotnosci teorii domen (obszaréw) sprezysto-plastycz-
nych. Jestem mu wdzigczny za pozwolenie przytoczenia tu przykladéw jego wynikdw
1 mam nadzieje, ze cato$¢ tych wynikéw ukaze si¢ bez zbytniego opdZnienia.

Dziekujac moim kolegom nie chciatbym sugerowac, ze zawsze zgadzali sie oni z przed-
stawionymi tu pogladami albo Ze s oni w jakimkolwiek stopniu odpowiedzialni za biedy,
jakie moga si¢ jeszcze w pracy znajdowaé. Za to mozna wini¢ wylacznie mnie.

Wykresy stanu przygotowat p. R. T. Woobp.
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Peziome

O MNPUMEHEHUM NPUHIWIIOB TEPMOIMHAMMWKM K OIMUCAHHMIO
DNEHGOPMUPOBAHHBIX MATEPHAJIOB

B paGore NOKa3LIBAETCS, UTO AHAIM3 e OpHMPOBAHHBIX MATEPHAIOB OCHOBLIBAETCSI, TIPEMLAE
BCero, Ha COOTBETCTBYIOLUEM oadope TEpMOJUHAMHUECKHX MapaMETPOB, OMPE/IEIIOIHK COCTOsSIHUE
maTepHana. Hanpumep, B TEOpHMH IUTACTHUHOCTH CNEAYET PA3OEAMTh Aed)opMaluio Ha ABe 4yacTy, OfHa
M3 KOTOPBIX ABJUSIETCA NAPAMETPOM COCTOSIHHA, APYras Y(€ — HeT; B TEOPHH BSI3KO-YIPYTOCTH NOL0G-
HbIM 00pa3oM CJIEAYeT PasjIoKHTh TEH30D HAUPSKEHHSA; B TEOPHHM NOA3YYECTH H PElaKcauud Heobxo-
O¥MO BBECTH OOMH MM JarKe Gonblye pOOABOUHBIX IAPAMETPOB COCTOSTHMA. SHAUEHME ITHX daxron
COCTOMT B TOM, UTO TePMOJMHAMHUECKHE IOTEHI[HANbl MOTYT OBITh TONBKO (yHKUMAMU napamMeTpoB
OCTCSIHUSA.

B paGore maeTcsi 0BIIask CXeMa METOAA OMHCAHM, JAIOWIAA BO3MOIKHOCTS PACUIPHTE KIJIACCHUECKYIO
TEOPHIO NPOCTBIX CHCTEM HA HEMPEPBIBHBIE CHCTEMbI. DTOT METOJ OCHOBLIBAETCH HA IPHHATHH NPHH-

Uuna JIOKATbHOTO COCTOSIHMSI, YCIIEIUHO NPHMEHAEMOr0 B TEOPHH YIPYTOCTH, B MEXAHHKE YKHIKOCTH
H B TEOPHH TEIUIONPOBOAHOCTH. JJAMHBIH NPUHUMIL SIBJISIETCSI ONHHM W3 OCHOBHBIY TONONEHHI TEpPMO-
[MHAMUKH HEOOPATMMBIX TIPOLECCOB, NPECTABNEHHbIX Hanp. B moHorpaduu C.P. ge I'pora u I1. Ma-
sypa [4].

Ocofoe BruMaHue OBpalIaerTcsi Ha IUTACTHUECKHE Ae)OpMALMKE M SIBJCHME yOpouHenws. llpexcme
BCEr0 JIOKA3bIRAETCS, YTO COOTHOLUEHHE MEMN(TY HANPSIMKEHHEM H CKOPOCTBIO TIIACTHUECKOK nedopmaumy
UMeET, B OOILEM CIIydYae, XapaKTep 3aBMCHMOCTH, BBIXOAMIUEH 3a Npedenn! xnacca ypaBHeHuin Ouza-
repa, NPaBHILHOCTE KOTOPBIX OTPAHHUMBAETCA MATBIMH OTKJIOHEHUSMH OT COCTOAHHS DAaBHOBECHSA.
Hanee, npeanaracTcst BIOJHE TPEXMEPHAA TEOPHA YIIPYrOIUIACTHYECKUX obsacteif, B CBere HEKOTOpBIX
peazyapraTos Paiica, BepOATHO, WTO TaKas TEOPHS -MOMKET [PHBECTM K (DH3HUECKHM DEAMCTHUECKOMY
omucaunio s¢hdbexra Baymunnrepa 1 sbhexra pameseHui MOBEPXHOCTE TEUCHMS IO BIAUSHAEM LUK -
YECKOH Harpy3KH.

Summary

ON THE APPLICATION OF THE PRINCIPLES OF THERMODYNAMICS TO
DESCRIPTION OF DEFORMED MATERIALS

The paper snows that the analysis of deformed materials is to be based above all on proper selection
of independent thermodynamic parameters determining the state of material. For instance, in the theory
of plasticity the deformation should be decomposed into two parts, one of them being a parameter of the
state, the other not. Similar procedure applies to the deformation tensor in the theory of creep and relaxa-
tion it is indispensable to introduce one or even more additional variables of the state. The meaning of
these facts is that thermodynamic potentials can be only functions of state parameters.

In the paper a general method of description has been outlined, which allows to generalize the classic
theory of simple systems to continuous systems. The method is based on the acceptance of the principle
of the local state successfully applied in the theory of elasticity in fluid mechanics or in the theory of heat
transfer. This method is one of the fundamental principles of irreversible processes of thermodynamics
shown, for instance, in S. R. de Groote’s and P. Mazur’s mono-graph 4.

Special attention has been devoted to the plastic deformations and reinforcement phenomenon. It has
been shown above all that the relation between the stress and the rate of plastic deformation is generally
of a character of a relation transcending the class of Onsager’s equations, the correctness of which is limited
to cases concerning small deflections from the state of equilibrium. Further, a fully three dimensional theory
of elastic-plastic domains in proposed. In the light of some results obtained by J. R. Rice, it seems possible
that such a theory is likely to lead to a physically realistic description of the Bauschinger effect and that of
the variations in the yield surface under loading cycles.
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