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1. Wstęp

W wielu  konstrukcjach  budowlanych  stosuje  się  przekrycia  dachowe w postaci  sklepień
o  zarysie  ł ukowym.  I  tak  np. dachy  obiektów  przemysłowych  (hal  fabrycznych,  magazy-
nów  itd.) miewają   postać  dź wigarów  sklepieniowych  o przekroju  poprzecznym złoż onym

Rys.  1. Dach budynku przemysłowego w postaci dź wigarów  sklepieniowych

z  szeregu  ł uków  (rys.  1).  Dź wigary  te  pracują   przede  wszystkim  na  zginanie  jako  belki
o  rozpię toś ci  L  oparte na podporach w  płaszczyznach AB  oraz  CD  (rys.  2).

Wzglę dy  ekonomiczne nakazują   optymalizację   tych  konstrukcji.  Optymalne  dź wigary
sklepieniowe  powinny  zapewniać  spełnienie  wymagań  funkcjonalnych,  wytrzymałoś cio-

Rys. 2. Dź wigar  sklepieniowy

wych  itp. w  stopniu  zadowalają cym,  a  przy  tym powinny  być  najlepsze  z punktu widzenia
pewnej  ich cechy przyję tej  za  kryterium  optymalnoś ci. Jako  kryterium  optymalnoś ci  przyj-
muje  się  najczę ś ciej  ogólną   ekonomiczność  budowli.
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W zastosowaniu  do dź wigara  sklepieniowego  kryterium to da się  sprowadzić  do  wyma-
gania uż ycia minimum materiału w dź wigarze  przy zachowaniu jego noś noś ci nie  mniejszej
od  wymaganej  (wariant  1)  bą dź  też  do  ż ą dania  uzyskania  maksimum  wytrzymałoś ci
dź wigara  przy  uż yciu  nie wię kszej  niż okreś lonej  iloś ci  materiału (wariant 2). Zagadnienie
to ujmiemy  teraz matematycznie.

Rozważ my jeden element przekroju poprzecznego dź wigara  sklepieniowego,  mianowicie
łuk  o  szerokoś ci  2p  i wysokoś ci ym ax  (rys.  3).

Rys, 3. Przekrój poprzeczny elementu łukowego dź wigara sklepieniowego

Pod  wpływem  zginania  wywołanego  obcią ż eniem  naprę ż enia  w  przekroju  dź wigara
nie- powinny  przekroczyć  wartoś ci  dopuszczalnych,  czyli

( U )  M>^,

gdzie  B  oznacza moment  zginają cy,  przypadają cy  na  jeden  element  dź wigara  (rys.  3),
e  odpowiednio  ex  i  e2,  tj.  odległoś ci skrajnych  punktów  ł uku  (przekroju  dź wigara)  od  osi
oboję tnej, M moment bezwładnoś ci łuku  (przekroju  dź wigara) wzglę dem jego osi cię ż koś ci,
k  naprę ż enie dopuszczalne w materiale ł uku.

Kryterium  optymalizacji
wariant  1

(1- 2)  /  =  minimum,  (/ jest  długoś cią   ł uku),

przy  spełnieniu warunków  a <  k, co sprowadza  się  do  warunku

(1.3)  M>M d

ponadto

(1.4)  J > < > W.

gdzie  Md  jest  daną   wartoś cią   momentu  bezwładnoś ci  ł uku,  y  oznacza  rzę dne  osi  ł uku
>max dane ograniczenie wysokoś ci  ł uku, reszta  oznaczeń jak  wyż ej.
wariant 2

(1.5)  M  =   maximum  (M — j.w.)

przy  spełnieniu warunków

(1.6)  I^id>  y^ymax,

gdzie  /  oznacza długość ł uku,  /,, daną   wartoś ć,  pozostałe oznaczenia — jak  wyż ej.
,  Zadanie  optymalizacji  polega  na  znalezieniu  takiego  kształ tu  ł uku  czyli  takiego  jego
równania, aby  były  spełnione warunki  (1.3)  i  (1.4) przy  wyborze  kryterium  optymalizacji
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wg  wariantu  1 lub  warunki  (1.6) w przypadku  wariantu  2,  a  ponadto aby funkcja  kryte-
rium  optymalizacji  osią gnę ła  ekstremum.  W  wariancie  1  funkcja- kryterium  (1.2)  po-
winna  osią gnąć  minimum, a w  wariancie  2  funkcja- kryterium  (1.5) powinna  uzyskać
wartość  maksymalną.

Wielkość M  (moment bezwładnoś ci  ł uku)  wystę pują ca  we wzorze  (1.5) jako  funkcja-
kryterium  optymalizacji  oraz  we. wzorze  (1.3) jako  warunek  zależy  od  funkcji  y  (równa-
nia  ł uku), jest wię c funkcjonałem.

Przy  zastą pieniu  znaków  nierównoś ci  we wzorach  (1.3),  (1.4)  i  (1.6), znakami  rów-
noś ci  obydwa  warianty  optymalizacji  są   równoważ ne  tworząc  zagadnienie  dualne
programowania  matematycznego [1].

Wariant  2  optymalizacji  po  zastą pieniu  we  wzorach  (1.6)  znaków  nierównoś ci
znakami  równoś ci  stanowi  izoperymetryczne  zagadnienie  rachunku  wariacyjnego,  które
nie  jest  dotychczas  rozwią zane1).

Praca  niniejsza  podaje  sposób  rozwią zania  tego  problemu przez potraktowanie go  jako
zagadnienia programowania  matematycznego i zastosowanie  metody Monte Carlo do jego
rozwią zania.  Ponadto podano  numeryczne  rozwią zanie  pewnego  przypadku  tego  zagad-
nienia.

2. Sformułowanie matematyczne zagadnienia programowania

Zadanie  optymalizacji  kształ tu  ł uku  przedstawimy  teraz jako  zagadnienie  programo-
wania matematycznego.

Załóż my  równanie  kształ tu ł uku w postaci  szeregu  potę gowego

(2.1)  y = anx"+a„_ 1x"- 'l- {-  ...  J

ralx+a0

i potraktujmy  współ czynniki an (n =  0, 1,  ..,, n) jako  zmienne decyzyjne,  których wartoś ci
mamy  okreś lić w postę powaniu  optymalizacyjnym.

Przyjmując  wariant  2 optamylizacji  ł uku  moż emy  sformułować  zadanie  optymalizacji
ł uku  nastę pują co:

Należy znaleźć takie wartoś ci  zmiennych a„{n  =  0, 1, ..., ri),  aby  moment bezwładnoś ci
M  ł uku  wzglę dem  jego  osi  cię ż koś ci  był  maksymalny  przy  równoczesnym  spełnieniu
warunków, że dł ugość ł uku  /  nie przekroczy  danej  wartoś ci  ld, a wysokość ł uku  nie bę dzie
wię ksza  od danego wymiaru  ym!Lx.

Z  uwagi  na symetrię   ł uku  wzglę dem  osi pionowej  wystarczy  rozpatrywać  tylko  jego
poł owę   (rys. 4) przechodzą cą  przez począ tek ukł adu współ rzę dnych. Dzię ki temu we wzo-
rze  (2.1)  zniknie  wyraz  wolny  a0 i wyraz  aYx. Równanie  ł uku  bę dzie  wię c  miało  postać

(2.2)  y =  a,1x" + a,1= 1jc''- 1- |-   ...  +a2x
2.

G rubość dź wigarów  sklepieniowych  jest  nieznaczna w porównaniu z szerokoś cią   ł uku.

W  dalszym  cią gu  bę dziemy  wię c  rozpatrywać  samą   oś ł uku  jako  przekrój  dź wigara  skle-

pieniowego  (grubość  1).

')  Autor  dzię kuje  doc.  d- rowi  in i.  Zbigniewowi  Mazurkiewiczowi  za zwrócenie  uwagi  na nieroz-
wią zany  dotychczas problem optymalizacji  łuku.

S Mechanika  teoretyczna
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Położ enie  ś rodka  cię ż koś ci  ys  ł uku  znajdziemy  z  warunku,  że  moment statyczny  ł uku

wzglę dem  swego ś rodka  cię ż koś ci  równa  się   zeru:

(2.3)

JVl+ / 2 dx

gdzie y  =   y(x),  p  oznacza  połowę  szerokoś ci  ł uku  (granica  cał kowania), 5" moment  sta-

tyczny  ł uku wzglę dem  osi  x,  1 długość  ł uku.

Rys. 4. Łuk optymalizowany

Moment  bezwładnoś ci  M  łuku  wzglę dem  osi  cię ż koś ci  wynosi

(2.4)  M =

gdzie y  =   y(x).

Zadanie optymalizacji  ł uku polega  na znalezieniu maksimum warunkowego  funkcji  M.
Warunkami są

(2.5)

oraz

gdzie  /,, i ymRX  są   z góry danymi liczbami.  Krótko mówią c należy  znaleźć M  =  maksimum
przy  /  <  ld,  y  <  ymax.  Funkcje M,  I  i y  są   nieliniowe  wzglę dem  x.

Zagadnienie  to  nie  daje  się   rozwią zać  za  pomocą   rachunku  róż niczkowego.  Zasto-
sujemy  wię c  do  jego  rozwią zania  metody  programowania  matematycznego.

Jak  zobaczymy  niż ej, w przypadku  kształ tu ł uku  wyraż onego  wielomianem  (2.2)  cał ki
wystę pują ce  we  wzorach  (2.3)- (2.5)  nie  dają   się   ogólnie  obliczyć  w  sposób  elementarny
i  przedstawić  w  postaci  zamknię tych  wzorów.  Muszą   one  być  okreś lane  w  sposób  przy-
bliż ony  metodami numerycznymi. Ten fakt  wyklucza zastosowanie  niektórych metod pro-
gramowania  matematycznego.  N ie jest  np.  moż liwe  zastosowanie  metod  gradientowych
do znalezienia maksimum warunkowego  funkcji  M.

D o  rozwią zania  zagadnienia  optymalizacji  ł uku  zastosujemy  metodę   Monte Carlo  [2]
stosując  komputer do  obliczeń numerycznych.
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3.  Przykład optymalizacji luku  (obliczony  numerycznie)

Równanie  ł uku  wyraża  wielomian  czwartego  stopnia  (por.  rys.  4)

(3.1)  y^

Poł oż enie ś rodka  cię ż koś ci

Anx*  4-   hx*  4-   rx2\  1/1  4-   f4flx3  4-  3hx2  A- ^rx^dx

(3.2)  A  =  ^  —  ^  .

J  j/ T+(4a?+3to2+2cx)2  JJC
0

Moment bezwł adnoś ci ł uku wzglę dem  osi  cię ż koś ci
P

(3.3) M =  /   (ax4+6x3+ex2 - ; ys)yT+(W  +  3ta2+2cx) 2^.

Zadanie  optymalizacji  ł uku  polega  na znalezieniu takich wartoś ci  zmiennych  decyzyjnych
a, b, c,  dla  których  wystą pi  maksimum  funkcji  M  przy  równoczesnym  spełnieniu nastę-
pują cych  warunków:

warunek  1

p

(3.4)  /  =  f  \ / l +  (4axi+3bx2+2cxf  dx^ld;
o

za  I d przyjmujemy  ć wiartkę   długoś ci  koła  o  promieniu p:  ld  =  - ^-;

warunek  2  . - • • . .

(3.5)  y  =   ax*+ Z>x3 +  ex2  <  j m a x .

Za  J VX  bę dziemy przyjmować  kolejno yMK  = p  i  j m n . x  = p/ 2.
Jako wymiar połowy szerokoś ci  ł uku  (por. rys. 4) przyjmiemy p  =  1.
D o  rozwią zania  zagadnienia  zastosowano  metodę   Monte  Carlo.  Szczegółowy  opis

metody  Monte Carlo  wraz  z  opisem generatora  liczb  losowych  podany jest  w  pracy  [2].
W  omawianym  tu przypadku  optymalizacji  ł uku  cał ki  nie dały  się   obliczyć metodami

elementarnymi  i były liczone numerycznie wg  wzoru

V

(3- 6)  J  / (*) dx  =  —  0>„   +   2yx  +  2y2+  ... +  2y„_ i+y ll),
o

gdzie  yt  =   y(xt),  t =  0,1  n

Xo  ~  0,  Xi =   Xi_xĄ - h,  h  =pjn,

czyli

^o  =   f(x0)  =  / (O),  J>i  =  / (A),  y2  =  / (2/ J)

D obór  odpowiedniej  liczby  n podziału cał kowanego odcinka nastą pił  doś wiadczalnie przy

uż yciu komputera przez dobieranie róż nych wartoś ci n i porównanie otrzymanych wyników.

Okazało  się ,  że  stosowanie  mniejszych  odcinków  niż  h = p/40  nie  daje już  zwię kszenia

dokł adnoś ci  drukowanych  wyników.  D la  zapewnienia  jak  najwię kszej  dokł adnoś ci za-

stosowano  ostatecznie jednak  h = p/ 100.
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Losowanie  wartoś ci  a,  b,  c  nastę powało  najpierw  w  kostce  < 0;  2, 5>,  a  nastę pnie

po  otrzymaniu  obrazu  co  do  wartoś ci  a, b, c  dają cych  wysokie  wartoś ci  M  zmniejszono

ją   do przedziału < 0;  1>.  Przyczyniło się   to  do poprawienia  przybliż enia  optimum.

Obliczenie  przeprowadzono  na  komputerze  G IER.  Program  optymalizacji  ł uku  napi-

sany  w ję zyku  G IER  ALG OL I I I  ma postać  nastę pują cą:

PROGRAM .
be gin  com m en t ' 'p rogram  o b l i c za  metoda  Monte  C a r lo  wsp ó ł c zyn n iki  lu ku

aXxłh+ bXx/ |(3+ cXx/ |2,  zapewn ia ją ce  maximum  momentu  be zwł a d n o ś ci
luku  wzglę dem  jego  o ai  c i ę ż k o ś c i;

in teger  i, n ,K , l;
real  h,U1,C2,C3,pJyO,M,ymax,aa,ad,ag,bb,cc;
boolean  random,d,c,b,a;  comment:'procedura  generowania  liczb  losowych  o  rozkł adzie

równomiernym  w peiedziale  t o , i ] ,  wywoływana
przez  instrukcje  gier(random;;

a,0,20,0,20,39,1  )• >
U,0,9,1te,i0,19,111,20,29,155,30,39,961);
c,0,19,1,20,25,15,26,35,17,36,39,1,w,ln.3)j
4,0,9,3,10,25,26,26,30,5,31,39,0,Uo,ln,o)j

&09Kl°195Z0252126Z9*3O36&

pack
pack
pack
pack
pack
input(ad,ag,n,p,H ,ymax);
l : -   0;
M:-   0;
begin
array  y,yi[O:n]j

h :"  P/ n;
L:

l:»  l+ i ;
O i l *  C2 : -   C3 : -   0 ;
i f  1>K then
go  to A;
aai"  (ag- ad)Xgier(random)+a.d;
bb:"  (ag- ad)xgier(random)- ttid;
cc:=   (ag- ad)Xgier(random)+ ad;
i f  aaXjyfJł+bbXp/j\3+ccXpA2  > ymax  then  go to  Ll
for  1:-  0 step  1 u n t il  n  do
begin

yTTi] !

y
oai-   y }
C i:-   CH y[i]Xyi[i ]

end;
CTT-   (Ci- (y[o]Xyl[o]+ y[n]Xyi[n])/ 2)Xh ;
C2=-   (C2- (yi[0]+ yi[n])/ 2)XhJ
i f  C2 > i.5708Xp  then
go  to Lj
7T=T/

for  i:=  0  step  1 u n t il  n  do
begin
~~yTT]:- (aaX(hXi)A^+bbx(bXi)A3+ocx(hXi)/W.ys  )/fy2Xsiirt( 1 +CiXa8X(hXi )A3+3Xbbx(hXi )A2

+2XccXhXi)A2);  '  '  '
C3:«  C3+ y[i]

endJ
C3T-   (C3- (y[0]+ y[n])/ 2)Xh;
i f  C3>M   then
begin

output(<fnddddd.dddXM);  outsp(5)j
output(- pid.dddd>,aa);  outsp(5);
output(- pid.dddd>,bb,outsp(5),cc)f  outap(5)j
output (- pidddl1,1J; outer;

end;
go  to  L;

end;
end  program  arch(xAU);
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Wyniki  obliczeń podane przykł adowo dla przypadku

ymax=p*=l,   n =  100

są   nastę pują ce:

Wyniki  (ARCH  x4)

M

0,138

0,143

0,148

0,150

0,151

0,152

0,153

0,156

0,158

0,159

0,5671

0,3789

0,5991

0,0297

0,5549

0,4557

.0,1490

0,3573

0,5919

0,6826 '

4

0,2008

0,3637

0,2650

0,9267

0,4035

0,2105

0,6471

0,5105

0,3279

0,2141

c

0,1820

0,2291

0,1070

0,0264

0,0163

0,3319

0,2038

0,1299

0,0767

0,1009

kolejna  liczba

losowania

5

104

330

1170

1391

1406

1907

3400

3927

9078

Łą czna  liczba  losowań  zespołów  wartoś ci  dla  zmiennych  a, b, c  wynosiła  15 563.  Naj-
lepszy  wynik  uzyskano  w  9078  losowaniu. Nastę pne losowania  nie dały już  poprawy  wy-
niku.  Czas  liczenia  wynosił   ok.  3,5  godziny.

Optymalny kształt ł uku dany jest  wię c  wyraż eniami  (dla  przypadku  b)  nie  podano
tu  wyników  obliczeń ):

(3.7)
a)  d la  yBMX  =

b)  d la  ymnx  =

y  =  0 , 6826A'4+ 0 ) 2141X3H - 0 , 1009X,

:  y  =

Rys.  5. Łuk o  kształ cie lini i  ł amanej

Dla  porównania przeprowadzono obliczenia dla ł uków:
1.  O kształ cie linii  ł amanej  (rys.  5)  wg  poniż szych wzorów  napisanych  dla  ymax  - -=  p.

W  przypadku ym ax  =  p/ 2  wzory  są  podobne.

Js  = 2- 2p
P_
4  '
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2.  O kształcie odcinka prostej  (rys. 6). Dla  j m a x  =  p  otrzymuje  się   wzory

M  = J (x-Pl2f  ]/ 2 dx =  0,1178/

Rys. 6. Łuk o kształcie odcinka prostej Rys. 7. Łuk kołowy

3.  O kształcie łuku koła (rys, 7). Odpowiednie wzory  mają   postać:

y=p- }/ pl—xi,  /   = x 1 =
Jlp

2  '

Vs

M

0  2
(n- 2)

_p(7t- 2)

np/ 2 7tpj2 npj2 n

= f

Ponadto  przeprowadzono  optymalizację   kształ tu  łuku  okreś lonego  równaniem

(3.8) y  = ax .

2) Przypadek łuku w kształcie linii łamanej wymaga  uwzglę dnienia ponadto innych wzorów wytrzymało-
ś ciowych,  które  tu  pominię to, gdyż  ten  przypadek  traktowany  jest  tylko  porównawczo  jako  graniczny
kształt  łuku.
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Optymalizację  przeprowadzono  metodą  Monte  Carlo  przy  uż yciu  komputera  G IER
analogicznie jak w przypadku luku wyraż onego  wielomianem czwartego stopnia.  Wszystkie
cał ki były  liczone numerycznie.

W  przypadku  j m a x  </?  =  1 uzyskano  dla kostki  < 0; 2, 5>  oraz 3000  losowań  w  959
losowaniu jako  najlepszy  wynik:

a  =  0,9993,  M  =   0,141.

Czas  liczenia  wynosił   około  15  minut.  Przy  zmniejszeniu  kostki  oraz  powię kszeniu
liczby  losowań  moż na się spodziewać  poprawienia  wyniku.

W  celu otrzymania dokł adnej optymalnej wartoś ci współ czynnika a oraz dla  okreś lenia
dokł adnoś ci  wyników  optymalizacji  metodą  Monte Carlo  przeprowadzono  tablicowanie
wartoś ci  funkcji  M  (moment bezwł adnoś ci  ł uku)  w  zależ noś ci  od współ czynnika  a para-
boli  axz.

PROGRAM  M(a):

begin  comment:Program  oblicza  momenty  bezwł adnoś ci  paraboli
y"aXx|2  wzglę dem  jej  ś rodka  cię ż koś ci  jako
funkcje  od  a,  na  przedziale  [0,p]>

in teger  ±,ni
r eal  a,h,p,r,ymax,Ci,C2,M)

wr itecr;
writetextC'jMSTARI   dane:  nJp,ymaxj'- );
n :"type in)
p:»typeinl
ymax:"typein i
begin
array  R1,R2,y[o:n]}

h :- p/ n;
for  a:- O.00O1,  a+ 0.05  yh i le  aXp^S- Jnnax+0.01  d£
begin
~C?T- M:»o;

(
. p  + ln(p- tx)/ (lUa)  -

i f  Cl > 1.57O78i5Kp  then
go to  EA.;
?or~T:"0  step  1 un t il  n  do
begin
"~KTTi]s- a x(hXi)/ te;

K2[i ] :- sqrt(i+ (2aXh  )
yt i ] : - R U i]  X E2ti]j
C2:- C2+  y [ l 3

endj
C5T- (C2- (y[o]- lytn] )/2)xhJ
r:- C2/C1j
for  i:»0  step  1 un t il  n  do
begin
" K l  (  [ ' ] ) / t ó  XR2[i]}

end;
FTi= '(M- (y[o]+y[n])/2)XhJ
outerJ
output(<hd.dddd>,a,outBp(U)))
output (- (nd. ddddd}, M);

end al

g°t 0  A

end  prograa
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Aby  zapewnić  wysoką   dokł adność wyników  obliczono  ś ciś le  długość  ł uku  paraboli,

tzn.  całkę  wystę pują cą   w  mianowniku  wzoru  na ys,  mianowicie

(3.9)

a I   x2\ / i+Aa2x2dx

Pozostałe  wystę pują ce  w  zadaniu  całki  obliczono  numerycznie.

Obliczenia  wykonano  przy  uż yciu  komputera  G IER  wg  programu "M   (a),  s  (87).

Otrzymano nastę pują ce  wyniki:

M

0,0001

0,0501

0,1001

0,1501

0,2001

0,2501

0,3001

0,3501

0,4001

0,4501

0,5001

0,5501

0,6001

0,6501

0,7001

0,7501 .

0,8001

0,8501

0,9001

0,9501

1,0001

0,00000

0,00022

0,00090

0,00205

0,00370

0,00590

0,00870

0,01214

0,01628

0,02118

0,02690

0,03350

0,04102

0,04954

0,05910

0,06977

0,08159

0,09462

0,10893

0,12455

0,14155

Czas  liczenia  wynosił   około 15 minut.

Graficzne przedstawienie  pierwszego  przypadku  tych wyników,  tj. przebiegu  zależ noś ci

momentu  bezwładnoś ci  M  od  współczynnika  paraboli a  dla  p  =  1,  ynmx  =  1  (« =  100)

podaje  rys.  8.

Optymalna wartość współczynnika  a we wzorze  (3.8) przy  ymax  — p  =  1 wynosi  wię c  1.

Za  pomocą   metody  Monte  Carlo  otrzymano  bardzo  bliski  wynik  (a =   0,9993).  Przy

Vma* =  />/2  =  1/2.  a =  0.5.
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Optymalny  kształt luku w postaci paraboli  drugiego  stopnia okreś lony jest równaniem

( 3- 1 0)  a) przy  ymax  =p = \ :  y = x2,

(3.11) .vmax  ==  p/ 2 =  1/2:  y =  — x2.

M

0,2

OJ

0,1  0,2  0,3  0,4  0,5  0,6  0,7  0,8  0,9  1,0

Rys.  8. Zależ ność  momentu bezwładnoś ci  luku  od współczynnika  paraboli  axz

4.  Zestawienie wyników  optymalizacji  i  ich omówienie

W  tablicy  1 podano  zestawienie  wyników  optymalizacji  kształ tu  łuku dla wszystkich
przypadków  przedstawionych poprzednio.

Tablica 1  wartoś ci  momentu  bezwładnoś ci  M   łuku  "
(połowa  szerokoś ci łuku p = 1)

— P —  1

ZL
p

b
n

L

p

ax*

P

ax

p

0,1178
(79)

0,0233
(87)

40

|0,03125|

(116)

3

0,1488

(100)

0,1415

(95)

0,0269

0,159

(107)

0,028

(104)

W  pierwszym  przypadku,  gdy wysokość  łuku  jest  równa  połowie jego  szerokoś ci, tj.
gdy  3W =p = 1, porównanych  jest  pię ć  rodzajów  kształ tu połowy  łuku, a to: odcinek
prostej  (1),  linia  ł amana  (2),  ł uk  koła  (3), parabola  drugiego  stopnia  (4) oraz parabola
czwartego  stopnia  (5). W przypadku  linii  ł amanej  (2) nie był  spełniony warunek  ograni-
czonej  długoś ci  połowy  łuku  /  < ld =  np/ 2,  obowią zują cy  w pozostałych  przypadkach.

W  drugim  przypadku,  gdy ym ax =  p/ 2 =  1/2,  porównano  cztery  przypadki  bez  łuku
koł a.  Ponieważ  zachowano  tu taką   samą   jak poprzednio  wartość  ld — npjl, wszystkie
rozpatrywane  kształ ty ł uku spełniają   warunek  /  <  ld.  Nawet w przypadku  łuku w kształcie
lini i  ł amanej poł owa jego  długoś ci wynosi  tylko 1,5.
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Najwię kszy  moment bezwładnoś ci  daje  ł uk w  kształ cie  lini i  ł amanej  (2). Pokazuje  to,
do jakiego  najkorzystniejszego  ukształ towania dą ży  oś ł uku. Najmniejszy  moment bezwład-
noś ci daje  odcinek prostej  (1). Spoś ród właś ciwych  ł uków najmniej  korzystna jest parabola
drugiego  stopnia.  Dobry  wynik  zapewnia  parabola  czwartego  stopnia,  która  przyjmuje
korzystniejszy  kształt  i  daje  lepszy  wynik  niż  ł uk kołowy  o  tej  samej  dł ugoś ci. N a  rys.  9
podano  porównanie  trzech  kształ tów  ł uku.  Charakterystyczny  jest  kształt  przyję ty  przez
parabolę   czwartego  stopnia.

Ql  02  0,3  0,4  0,3  0,5  0,7  0,8  0,9  1,0  *~

Rys. 9. Porównanie róż nych kształ tów łuku

W celu wzajemnego  porównania podano w tablicy  1 w nawiasach  procentowe  wartoś ci
momentów  bezwładnoś ci  M  przyjmując  za  100  w  pierwszym  przypadku  ł uk  kołowy,
a w drugim parabolę   drugiego  stopnia. Najlepszy  wynik  momentu  bezwładnoś ci  M  wzię to
w ramkę  a drugi  co  do  wartoś ci  wynik  podkreś lono.

5. Zakoń czenie

Zagadnienie optymalizacji  kształ tuł uku (ze wzglę du  na maksimum momentu bezwł ad-
noś ci  ł uku)  przy  istnieniu  warunków  ubocznych  nie  daje  się   rozwią zać  rachunkiem  róż-
niczkowym ani rachunkiem wariacyjnym.  W niniejszej  pracy rozwią zano powyż szy problem
przy uż yciu metody programowania  matematycznego.

Przyjmując  równanie kształ tu ł uku w postaci wielomianu  potraktowano  współ czynniki
wielomianu  jako  zmienne  decyzyjne,  poszukując  takich  ich  wartoś ci,  aby  moment  bez-
władnoś ci  ł uku  osią gnął   maksimum  przy  równoczesnym  spełnieniu warunków  ubocznych
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(nieprzekroczenie pewnej  dł ugoś ci  luku  oraz  okreś lonej  wysokoś ci  ł uku).  Do  rozwią zania

zagadnienia  zastosowano  metodę   Monte  Carlo.  Obliczenia  numeryczne  wykonano  na

komputerze  G IER.

Rozwią zano  liczbowo  przypadek  ł uku  o kształ cie wyraż onym  wielomianem  czwartego

stopnia  znajdując  optymalne  współczynniki  wielomianu.  Podano  programy  i  wyniki

obliczeń  komputera.  D la porównania  obliczono przypadki  ł uków o kształcie lini i  prostej,

lini i  ł amanej,  ł uku koł a  i paraboli  drugiego  stopnia.
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P e 3  IO  M e

0nTH MAJlH 3AU ,HH  OOPMBI  APCCqHOrO  CE^IEHHH nEPEKPŁITH fl

06  orrrnMajm3an;nn  dpopMbi  apraj  (no ycnoBHio  lwaKCHMyiwa  MOMetrra nHepiWH)
no6oiH bix  ycnoBHH  He  iwo>KeT  6ŁITE  pemeHa. B paMKax  HHdiibepeHHłiaJi&Horo  HJIH  BapiiairHOHHoro
cjieH ua.  B HacTOHiueił  paSoTe  BBinie yi<a3aHHaji  sa^a â  peniaeTCH npn  HcnojMOBaHHH
nporpaMMHpoBą HHH.

YpaBHeHue  apKU 6epeTcn  B BHffle  nojinHOMa. H 3aT6M  pa3HCKHBaioTCH Tanne 3innenn.il  K03(j?d)Hii;neH:-
TOBJ  ^To6bi  MOMeHT HHepu Ĥ  apKH  flocTnr  MaKcmwyMa,  npH oRHOBpeMeHHOM  yflOBjieTBopennH  no6cm-
Hbix  ycjioBnii  (He  npeBbimeHne  HeKOTopoft  flJHiHH apKH H onpeflejieHHofi  ee BBICOTM).  flna  pemeHHH
saflaqn  nepeiaenHJicH Mexofl  MoHTe Kapjio.  MucneHHwe pacqerbi  npoBOflH- rncŁ na ajieKTpOHHoii  C^CTHOH

GIER.
flan  iiHCJioBOH npuMep'fln^cjiy^aH  nonnHoiwaMeTBepToii  cTeneHH. IIpnBefleHbi  nporpaMMbi H  pe3yjn>-

pac ie ia.  JJna  cpaBHeHHH npoBOflnTCH  pacneT  p,na cny^iaa  apoK  cjepqeHHbix  no npaMoft,  no Jia-
H ,  no  flyre  oKpywHocTH  H napa6onn  BTopoft  cTeneim.

S u m m a ry

OPTIMUM  DESIGN OF THE ARCH SECTION OF SHELL BEAMS

The  problem of the optimization of the arch shape (to obtain a maximum of the moment of inertia)
with  the presence of constraints can be solved neither by using  the differential  calculus nor by the calculus
of  variation.  In this paper  the problem has been solved by using  the mathematical programming method.

Assuming  the arch shape equation in the form of a polynomial, its coefficients  were treated as  decisive
variables.  Such values  of the said  variables  have  been searched for to obtain the maximum of the moment
of  inertia, observing at the same time some side conditions, such as the constraints, i.e. the length of the arch
and  its height should not be longer  than the given values. To solve the problem, the Monte- Carlo- method
was  applied. The  computations were  made using  the G IER  computer.

The  case of the  arch by the polynomial of the fourth  order was numerically solved. The optimum values
of  its coefficients  were found. The programs  and the results of the computations are given. For comparison
sake, other arch shapes were also computed, i.e. straight  line, broken line, the segment of the  circle and the
parabola  of the second order.

INSTYTUT  TECHNIKI  BUDOWLANEJ

Praca została  złoż ona w  Redakcji  dnia  10 lipca 1967 r,


