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Wstep

W pracy [1] zostaly podane podstawowe réwnania tarcz o strukturze siatkowej. Przykla-
dem takich tarcz sg plaskie regularne i geste siatki pretowe, tarcze o gestej i regularnej
perforacji itp. Wyznaczenie stanu naprezenia i przemieszezenia w tarczach o strukturze
siatkowej przy stosowaniu ciaglego modelu takich tarcz przedstawionego w [1] wymaga
rozwiazania zagadnienia brzegowego dla ukiadu réwnan réZniczkowych szostego rzedu.
Réwnania te wykazuja analogie do réwnan plaskiego anizotropowego kontinuum Cos-
seratéw o trzech stopniach swobody (dwie skladowe wektora przemieszezenia i lokalny
obrot w plaszezyznie tarczy). W réwnaniach wystepuje ponadto maly parametr charaktery-
zujacy «gesto$é» siatki przy operatorze rézniczkowym rzgdu wyzszego. Fakt ten umozliwia
otrzymanie rozwiazania przyblizonego przez zastosowanie teorii asymptotycznej (gdy maty
parametr przyrownamy do zera) oraz efektu brzegowego [2].

Celem ponizszej pracy jest przedstawienie przyktadu obliczen tarczy siatkowej w oparciu
o teori¢ asymptotyczna i przy wykorzystaniu efektu brzegowego oraz orientacyjna ocena
numeryczna dokladnoéci rozwiazania przyblizonego w zaleznosci od ggstoéei siatki. Ponad-
to w pierwszym punkcie pracy zestawiono podstawowe rownania teorii korzystajac z [2].
Nalezy zaznaczyé, 7e oparty na efekcie brzegowym przybliZony sposdb obliczania tarcz
siatkowych jest daleko prostszy niz przyblizony sposob obliczania plyt siatkowych, wy-
korzystujacy analogiczny efekt zachodzacy w plytach [3].

Wszystkie wskazniki oznaczone literami alfabetu greckiego przebiegaja ciag 1, 2 (obo-
wigzuje konwencja sumacyjna). Przecinek oznacza pochodna kowariantna, a plaszczyzna
tarczy jest parametryzowana wspélrzednymi krzywoliniowymi x?, x7

1. Podstawowe réwnania

Podstawowy uklad réwnan teorii liniowo-sprezystych tarcz o strukturze siatkowej
wyrazony w naprezeniach ma postaé [1]
[&aﬁ‘”(@. vu_eavme,ll)],w =0,
az[&a”"v((p,vu—eevma,u)].a'!'gﬂ”eeume = 0.

(1.1)

3 Mechanika teoretyczna
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Tutaj ® = @(x', x?) jest funkcja naprezen, meé = m¢(x!, x*) sa napreieniami momento-
wymi (w przekroju x® = const), tensory a*##¥ oraz ¢°* charakteryzuja strukture geometrycz-
na oraz materialowa tarczy siatkowcj, €,, jest dwuwektorem Ricciego, wreszcie a jest
parametrem o wymiarze dhugosci malym w poréwnaniu z wymiarami tarczy. Parametr
charakteryzuje gesto§¢ siatki, natomiast tensory a*#*¥ i ¢#, ktérych skiadowe fizykalne maja
ten sam wymiar, mozemy traktowaé jako niezalezne od gestosci siatki charakteryzujacej
strukture geometryczng tarczy. W réwnaniach (1.1) pominigto sity i momenty masowe.
Sktadowe p*# tensora naprezenia wyrazaja sig¢ wzorem

(L.2) pt=eeehd, —eonmf .
Warunki brzegowe dla ukladu (1.1) maja postaé
(1.3) e(eM® ,,—m’ yn, =pt, mn,=m,

przy czym n, sa skladowymi wektora jednostkowego zewngtrznie normalnego do brzegu
tarczy, p* sa sktadowymi wektora gestosci obciazenia brzegu tarczy silami oraz m jest
gestodcia obcigzenia brzegu tarczy momentami.

Zatézmy, ze mt = 0, tj. brzeg siatki jest obcigZony tylko sitami. Wtedy dla dostatecznie
matych wartoéci parametru a uklad (1.1) mozemy zastapi¢ przyblizonym réwnaniem przyj-
mujac w (1.1) @ —» 0. Zamiast réwnan (1.1) otrzymamy wtedy

(1.4) (&aﬂuvé,vu),aﬂ =0, m=0,
a warunki brzegowe (1.3) sprowadza si¢ do
(1.5) eebl , n, = pt.

Teori¢ opisywang réwnaniem (1.4) i warunkami brzegowymi (1.5) nazywamy teoria
asymptotyczng (lub bezmomentowa) tarcz o strukturze siatkowej; jest ona formalnie
podobna do teorii tarcz anizotropowych.

Jak wynika z (1.4), i (1.3),, teori¢ asymptotyczng nmozemy stosowa¢ do obliczen tarcz
o strukturze siatkowej wtedy, gdy zachodzi m = 0, to jest, gdy tarcza nie jest obcigzona
na brzegu momentami. Gdy m # 0, wtedy uzupelnié nalezy teori¢ asymptotyczng (bez-
momentowa) tzw. efektem brzegowym, ujmujacym wplyw obciaZeh momentowych 1, przy-
tozonych do brzegu tarczy [2]. Teoria asymptotyczna uzupetniona efektem brzegowym
pozwala zastapié rozwiazanie zagadnienia brzegowego dla ukladu réwnan (1.1) rozwia-
zaniem zagadnienia dla réwnania (1.4) oraz dla réwnania efektu brzegowego (wyprowa-
dzonego w [2])

’2.22

(1.6) m 1= —zpgm' = 0.

Réwnanie (1.6) zostato wyprowadzone przy zalozeniu, Ze a) brzeg tarczy pokrywa sig
z linig parametryczng x' = x{,, = const, b) linie parametryczne x* = const sg prostymi
normalnymi do brzegu tarczy i wraz z krzywymi x! = const tworza uklad ortogonalny
(parametryzacje taka wystarcza wprowadzi¢ tylko w otoczeniu brzegu tarczy); ¢) w poblizu
brzegu tarcza jest ortotropowa, a kierunki gléwne ortotropii pokrywaja si¢ z liniami para-
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metrycznymi x* = const. Naprezenia momentowe m?* w teorii efektu brzegowego sa okre-
$lone wzorem [2]
2
a . 111 .

(1.7) e :,,(5“)_2 [a“"cf2,2m1,1—1—(a111‘c22 2 Il)m 2

przy czym pochodne wystepujace we wzorach (1.6) i (1.7) nalezy traktowaé jako pochodne
czastkowe. W ramach teorii efektu brzegowego Scisle rozwigzanie réwnania (1.6) mozna
zawsze zastapié asymptotyczna catka tego réwnania w postaci wzoru

(1.8) =y (x2)eXP[ /C (x! *x(o))] +x(x )eXP[I/C x1——x(0))]
w ktérym

1@
() = g (o)

We wzorze tym nalezy przyjaé x =0, gdy w obszarze tarczy mamy x! > A(o) lub » =0,
gdy w obszarze tarczy zachodzi xt < X(). Wtedy funkcja z lub  jest gestoscia obcigZenia
brzegu tarczy momentami, co wynika bezpoérednio z (1.3), oraz z przyjetej tu parametry-
zacji. Nalezy zaznaczy<, Ze teori¢ efektu brzegowego tu przedstawiona mozna stosowad
tylko wtedy, gdy wskaznik zmiennoéci obcigzenia brzegowego mi(x*) jest niewielki [2]

2. Pier§cieniowd tarcza siatkowa obcigZona na brzegu momentami

Rozwazmy tarcze¢ o strukturze siatkowej przedstawionej na rys. 1. Plaszczyzne tarczy
parametryzujemy biegunowym ukladem wspdtrzednych {r, ¢}. Przyjmujemy nastepujace
warunki brzegowe:

ll

dla r =r,: 2 M,cosnp 1 pl=p?=
=1

(2.1)

dla r=1,: m" =0 1 pr=0, p=py.

Niech rozpatrywana tarcza siatkowa bedzie siatka utworzona z pretow. Wtedy, zgodnie
z [1], zachodzi

APy = DVRAG I 4 RS 4TY),
a

(2.2) o= D) 151452
a4
R = 12(E~J)d , R4 = Eﬂ, S4 — (ENJ)A
I3l Ly Lg
gdzie

a, f, u, v, sa wskaznikami przebiegajacymi ciag (1, 2).
(EA)s sztywnoscia preta z rodziny 4 na $ciskanie (rozciaganie),
(EJ)4 sztywnosé preta z rodziny 4 na zginanie,
l4  odleglodci migdzy sasiednimi pretami z rodziny 4,
I4 odlegtosci migdzy sasiednimi weztami siatki w kierunku 4,
t3 skladowe wektora jednostkowego stycznego do preta z rodziny 4 w ukladzie {x2} = {r, ¢},
73 skladowe wektora jednostkowego normalnego do preta z rodziny 4 w ukladzie {x*} = {r, ¢}.

3%
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Zgodnie z wprowadzonymi oznaczeniami oraz z [2] zachodzg zwiazki:

&(pr{pr — _,.—-2(131)—1, »arrrr — _(RII)—I,
(2‘3) Leere _r—4(RI)—1‘ ore — _a’z,..-2<§1)—1’
qrere — __’,—Z(ﬁll)—-l’ o o— _a2(§II)—1'

Pozostate sktadowe tensordw v i ¢ sa réwne zeru. W dalszych rozwazaniach
przyjmujemy, ze wielkoéci RY, R, R, R™, ST, S s statymi. Réwnanie efektu brzegowego
ma wtedy postaé

(2.4) m,——m =
S

4=1

Rys. L

Rozwiazanie tego réwnania przedstawimy w postaci catki (1.8)

(2.5) m" = (p)exp ]/% (re—r),

a funkcije (@) wyznaczymy z warunku brzegowego (2.1) otrzymujac

) | ! ﬁ
(2.6) m = ZM,,_cosmpexp F(rw~r).

n=1{

Skladowa m? wektora m® obliczamy z réwnania (1.7). Réwnanie to we wspéhzqdnych
biegunowych dla rozwazanej tarczy przyjmie postaé

2

~ - co
] 11 11
(2.7 m® = (~—ffr) arrertm” L, = — —»—_S exp /RT (ro—r) nM,sinng.
A A O $ 2

n=1
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Funkcje naprgzen @ wyznaczamy z réwnania (1.4);. Réwnanie to we wspéilrzednych
biegunowych przyjmuje nastgpujaca postaé

34p ﬁu ~1 ﬁr =1 ) R’ -1 34@ 2R“ ~1 RI -1 5@
R AN LY ( (R)™+ (R

ort r? orop? r c?(p # 3ré)(p
2(R11)~1 33@+ 2(RI)_1+(1~21)“1—{—2(]€”)‘1 52D (RI) 2*P (RI)—I oD o
Ty ot rt 200 2 ot B or '

Rozwigzania réwnania (2.8) poszukujemy w postaci

(2.9) L D= ZB,,()‘)sinnq).
. n=1
Podstawiajac (2.9) do réwnania (2.8) otrzymujemy

~ et 2
1B eyt CBu g gy (e () )y L

(2.10) AR

2R (R4 (R 0 R 2R — (R —2(R)] = .

d

Roéwnanie powyzsze jest jednorodnym réownaniem Eulera, a jego rozwiagzanie ma postaé
. 4
(2.11) B, = Z‘ B, o,
i=1
w ktérej B,; sg statymi, a k,; sa pierwiastkami nast¢pujacego réwnania charakterystycznego:
(212) (ROl —4(RY) 4 {S (R~ — (R~ —r[(R)~ 4- (RY) [y k3
+ {2 (RI)—1_2(RII)—1+n2[3 (ﬁ”)'l—l—Z(Rl)‘l]}k,,—i—n“(RI)“l—l-
+n [ —2(RY) ~ (R —2 (R = 0.
Tym samym zachodzi
oo 4
(2.13) D = Z Z B, rFusinng.
n=1i=1
Zgodnie ze wzorem (1.2) sktadowe stanu naprezenia p*® wynosza
1 1 1
pr= F ®,¢¢—|— D —Tm o tm?,
. 1 1 1 1
(2.14) P = -*]‘7§Z5,,¢—|—7(25,“,——7771“’,(,—7#1’,

1 1 1
p(prp = —;,7 (D,rr—i_ 7 m’p.r—l_ 7‘7 m'.
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Stale B,; wyznaczamy z warunkdéw brzegowych dla obciazen brzegéw tarczy sitami
otrzymujac nastgpujacy ukiad rownan

RN R 1 S
"—ZZBninzri(v""‘_—‘Z B,,gk,,il'ﬁ,"'_l —\—~—M,,n— TM,,TI = 0,
Ty — rwi=1 I'w ‘/RHSI

4 4 .

1 1 SH 1
215 —= E B,,ik,,,nr{f;ﬂ—l—]—i3 E B,,i11r{g'l+r———~—~—M"n2~r—2M"=0,
T i e w ]/R”SI w

4 4
1 2.k 1 K 1
——= B,n ,-Zn:l+~.. Bnikinrz"‘_ = 0,
Tz {35 T {3
= i=

4 4
1 B..k kni—1 1 B ko — pt®

_? nifoni ;" +r_3 mr = pz*.
2 1=t =1

Znajac B, okreslimy ze wzordw (2.14) skladowe tensora napreZenia p™, p™, p®®.
W analogiczny sposob rozwiazanie zadania przebiega dla przypadku tarcz perforowanych.
Zmianie ulegaja jedynie wyrazenia tensordw sztywnosei sprezystej (2.2). Zadanie to jest
takze tatwe do rozwiazania dla obciazen innych rozwijalnych na brzegu w szereg Fouriera.
Obcigzenie to jednak spetnia¢ musi warunki podane w pracy [2)].

3. Poréwnanie metody efektu brzegowego z rozwiazaniami Scistymi dla tarcz kofowych o strukturze siatkowej

Poréwnanie przeprowadzono dla przypadkéw obciazenia podanych na rys. 2a i 2b.
Charakterystyke geometryczng siatki przedstawia rys. 3. Przyjmijmy, Ze

_

3.1) a=¥r, h=w, ¥Y=zx=2,

Przypadek,a”

M

Rys. 2

gdzie n okredla gesto$é siatki (njest liczba pretdw obwodowych i promieniowych), sztywno-
§ci zginania (EJ), w plaszczyZnie tarczy sa stale oraz

Ty re
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Zgodnie z rys. 2 warunki brzegowe dla przypadku a maja postaé
r=r,: m =M, p = p'¥ = 0;

(3.2)

a dla przypadku b sa okre§lone réwnos$ciami

r=ry: m =0 pr=0 p¥=pp

r=r,: m=0, p"=0, p=pr,;

(3.3) r=r,, m=MpTr=p*=0.
Dla podanych powyZej danych przeprowadzono poréwnanie wynikéw otrzymanych
metoda $cisla [3] z wynikami otrzymanymi metoda przyblizona efektu brzegowego. Po-

réwnanie to przeprowadzono dla siatek o ggstoéciach n = 12 i n = 48. Najbardziej pogla-

Rys. 3

dowym sposobem tego pordwnania jest zestawienie wielkoéci momentéw promieniowych
m" otrzymanych za pomoca obydwu metod. Zestawienie to przedstawiono na wykresach
rys. 4. Dla przypadku ¢ metoda efektu brzegowego prowadzi do wynikéw

n=12: m = Mp*S;
n=48: m = Mp®*,
Z obliczen za$ $cistych otrzymujemy:

n=12:
m" = M(1,063960%*+0,063964~ 7%~ %4—0,06396)0~");
n = 48:

m" = M(1,00430% 40,0043 4?92 —0,0043¢™1).
Dla przypadku b metoda efektu brzegowego daje
n=12: m = M(Ap)"%;
n=48: m"= M(dp)~**;
obliczenia za$ sciste

n=12:
m = M(O,06396A‘195"‘—{—1,06396/1‘8’49‘3'4—0,063969‘1A“1);
n =48: '

m" = M(0,004347'0% 4 1,00434~897% —0,00434"¢7}).



40. KaziMIERZ PUSTELNIK, CZESEAW WOZNIAK .

YLatwo zauwazyé pordwnujac odpowiednie rzgdne wykreséw, Ze efekt brzegowy wy-
stepuje tym silniej, im wigksza jest gesto$¢ siatki . Jest on takze zalezny od tego, czy obcig-
Zenie momentowe wystepuje na brzegu wewnetrznym czy zewngtrznym. Poréwnanie od-
powiednich wykreséw prowadzi jednocze$nie do wniosku, Ze efektywne stosowanie metody
przyblizonej (efektu brzegowego) jest mozliwe ze wzgledéw praktycznych dla siatek

m r
’ Przypadek ,a” J
n=1? 4
4
/
o &/’
\ /X/fj——ﬁ r
m" A ] -~ ?
Przypadek. a”
n=48
6/
5 r
mrh
Przypadek 6"
n=1
! -
— x | r
mr I
Przypadek, b |
n=48 |
|
|
|
P ) T
x

Rys. 4. Kreska przerywana oznaczono momenty m" obliczone metoda brzybliionq, linia ciagla obliczone
w sposéb dokiadny

dostatecznie gestych. Za siatki dostatecznie geste mozZna uwazad tu siatki o liczbie pretow
obwodowych wynoszacej co najmniej n = 48 (przy tej samej liczbie pretéw promienio-
wych). Popelniany wtedy blad w przypadku obcigZenia brzegu wewngtrznego momentami
wynosi okolo 1%, w przypadku za$§ obcigZenia brzegu zewnetrznego momentami wynosi
okoto 2,6%, co stanowi wystarczajaca doktadnosé dla celéw praktycznych.
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Pesome

PACUET CETYATBIX NHCKOB OCHOBAHHBIM HA WCIIOJHh30BAHUI
NPYIBJIVDKEHHON TEOPMU KPAEBOI'O 3d®MEKTA

B cratee [1] 6bUTH JaHbLI OCHOBHBIE YPABHEHHS OUCKOB C CETUaTOMH CTpYKTYpOi. B ravecTBe npHmepoB
TAKMX JHCKOB MOM(HO TIPUBECTH INIOCKHE PETYISIPHLIE M TYCThIE CTEPIYKHEBLIE CETKM, AMCKH C IYCTOil
H peryJssipHoi mepdopmanmer ¥ T. 0. B paMax KOHTHHYAILHOM MONEIH TAKHX JHCKOB, MPeNCTaBIIEeHHOMN
B pabore [1], ompenesnenye HaNPsHKEHHOTO COCTOSIHUSA K IEPEMELUEHIH CBONMTCA K PEeleHHIO KpaeBol
sanauy T cucTeMbl Aud bepeHiMantuLIX ypaBHeHHi 6-ro mopsaxa. DTH ypaBHEHHsT AHANOTHUHBI
B HEKOTOPOM CMBICJIE YPaBHEHHSM TUIOCKOr'0 aHH3OTPOITHOTO KOHTHHYyMAa Koccepa ¢ Tpemst CTEIEHSAME
cBoOOABl (ABE COCTABIISIIOLIME BEKTOPA NEPEMELUEHHM M JIOKAJLIOC BPALIEHHE B IJIOCKOCTH MIICKA).
B nuddepennpansnom oneparope BLICIIETO MOPANKA YYABCTBYET MANLIA MapameTp, XapaKkTepu3yIoumii
WIUIOTHOCTEY CeTKH. Barofapst sToMy CTAHOBHTCH BO3MOYKHLIM IOJIOYKEHUE NPUGIIDKEHHOTO PEINEHHST
C HMCIOJIb30BAHMEM TAK HA3LIBACMON aCHMIITOTHUECKOH Teopuy (KOT/A MabIil MapameTp NPUPaBHHBACTCI
HyJII0) 1 «xpaesoro agderra» [2].

B nauHoit cratee comepycarcs: 1) mpumep pacuera CeTUaTOro AMCKA MPH HCIOIb30BAHUY, ACUMIITOTH-
UECKOlt Teopuy U KpaeBoro 3chdexrta; 2) UMCIEHHAS! OLEHKA TOUHOCTH MPHOIMIKEHHOTO PEIIEHHs, B 33~
BHCHMOCTH OT I'yCTOTLI CeTKu. Hanee, B pasy. 1 HacTosiieii cTaTey, Ha OCHOBE [2] laHA CBOJIKA OCHOBHLIX
ypaBueHuit Teopur, CneayeT OTMETHTDL, UTO NPHOMKEHHBIH Cr1ocod pacyeTa ceTuaTbIX NUCKOB, OCHO-
BaHHLIA HA KpaeBom 3denTe, 3HAYMTENBHO NPOLIC UYeM NPUOHMIKEHHDLIN MeTo) pacyeTa CETUarbIX
TUIACTHH, HCIONB3YIONIMIT aHaNOruuHbii 3¢ dexT B muactuHax [3].

Summary

EDGE EFFECT IN DENSE LATTICE-TYPE DISC STRUCTURES

Basic equations of the lattice-type disc structures (such as plane gridworks, perforated plates etc.)
wete given in [1]. The problem was reduced to a boundary value problem for a 6th order differential equa-
tion, the discrete structure being replaced by a continuous model. These equations are analogous to those
governing a plane anisotropic Cosserat continuum possessing three degrees of freedom (two components
of the displacement vector and the local rotation). An additional small parameter characterizing the density
of the lattice appears at the higher order terms of the equation. This makes it possible to obtain an approx-

imate solution with the aid of the asymptotic theory — the parameter being made zero-— and the edge
effect.
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The paper presents an example of calculations of a lattice structure, based upon the asymptotic theory
and the edge effect-theory, and a rough numerical estimate of the achieve daccuracy depending on the lat-
tice density. It should be mentioned that the presented method applied to plane lattice-type discs is consider-

ably simpler:than the analogous method applied in [3] to the problem of bending of lattice-type plate struc-
tures.
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