MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
4, 7 (1969

PRZYKEADY MODELOWANIA ELEKTRYCZNEGO WARUNKOW BRZEGOWYCH
1 POCZATKOWYCH ROWNAN ROZNICZKOWYCH WYSTEPUJACYCH
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ALEKSANDER L1sow skl (KRakOw)

W pracy [4] podal autor podstawy modelowania w sieci elektrycznej réwnan rozniczko-
‘wych liniowych zwyczajnych i czastkowych o wspodtczynnikach statych i pochodnych rzedu
parzystego. Obecnie rozwazonych bedzie kilka typdéw rownan wystepujacych czesto w za-
gadnieniach technicznych: réwnanie Laplace’a, réwnania Lamégo oraz réwnanie falowe
1 réwnanie drgan swobodnych. Podane beda przyktady elektrycznego modelowania réwnan
z uwzglednieniem warunkow brzegowych i poczatkowych.

1. Przyklady zastosowan réownan rézniczkowych do zagadnien mechaniki

L.1. Réwnanie drgan swobodnych nietlumionych. Rozpatrzmy réwnanie rézniczkowe drugiego
rzedu o postaci

(1 m——-+kn =20,

gdzie m — masa drgajacego ciatla o jednym stopniu swobody, 7 — wychylenie. od poto-
Zenia rownowagi, k — warto$¢ sity powodujacej jednostkowe ugiecie. Rownanie (1.1)
napisane dla punktu / w zapisie réZnicowym przyjmie postac

m 2m m
(1.2) g i1 (z“z —k)n,-+ i Mis =0

Piszac rownania dla kolejnych momentéw o odstgpie czasu At otrzymamy

m 2m m
dla =20 Z?ﬁlf—(zﬁ—k)ﬂo—f—rtzﬂl:(),

m 2m

m .
(123) dla = lA’ th_no_(z-tf_k)nl+w7]2:oa

m 2m m .
dla t, = 24t th'l'h— (A[z —k) 7’]2+ Zt? N3 = 0 itd.



430 A. LisowskI

Przyjmujac warunki poczatkowe dla r = 0, mianowicie

(1.2b) oy — T Oraz %17,3 _ o,
otrzymamy z réwnania pierwszego (1.2a) warto$¢ wychylenia #n, (w czasie ¢,), nastepnie
z réwnania drugiego (1.2a) — wychylenie 7,, z réwnania trzeciego (l.2a) — wychylenie
7, itd. Nizej podamy przyklad konkretny.

Przykltad 1.1. Zmodelowaé w sieci réwnania drgan swobodnych (1.2) oraz obliczy¢
kolejne wychylenia- masy, przyjmujac dane ukiadu (m = P/g, gdzie g przyspieszenie
ziemskie 981 cm/sek?)

kG

—— .sek?
m cm . kG
(1.20) /_1—[2 =1]1- SCT i k= 0,5 I:E]
oraz warunki poczatkowe -
(1.2d) no=1[em] i 79=0.
Uwzgledniajac (1.2¢) w réwnaniu (1.2) otrzymamy
h]i-l_ |,577i+177,'+1 =0.
7 g g 10 -
|
L [ s

Rys. 1. Wykres drgan swobodnych masy do przykladu 1.1

Z drugiego warunku (1.2b)

m—m _ .
24¢ 0

z uwzglednieniem (1.2d) otrzymamy zwigzek okreslajacy wychylenie w pomocniczym
punkcie I’ (patrz rys. 1)
(1.2¢) N =M.

Uwzgledniajac (1.2d) i (1.2e) w réwnaniach (1.2a) otrzymamy wychylenie masy w kolej-
nych odstepach czasu, mianowicie

no = lem, n, =0,75cm, n, = 0,125cm, 73 = —0,5625cm, 7, = —0,96875¢m,

7s = —0,89062¢cm, #; = —0,36719cm, #n;= 0,33984cm, xz= 0,87695¢cm,

1o = 0,97559 cm itd.
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Wykres podany na rys. 1 przedstawia wychylenie masy. Jak wiadomo, rozwigzanie
réwnania (1.1) przedstawia zalezno$¢ sinusoidalng, co wyraznie jest uwidocznione w otrzy-
manym przebiegu (jest to przypadek drgan niegasnacych o stalej amplitudzie).

Przejdzmy do modelowania rownan (1.2a) w sieci z uwzglednieniem warunkéw poczatko-
wych.

Przyjmiemy nast¢pujace wspélczynniki przeniesienia modelowego m, i m,,

Ae? 1

-m, @ =, Ui:nimu;

(1.2f) r="_ -

woéwczas réwnanie (1.2) mozna zapisaé¢ w postaci

Ui —2U+ Uiy _*_ﬂ: 0.

r 0

Y

Uktad sieci spetniajacy powyzsze réwnanie podany jest na rys. 2.

Rys. 2. Elektryczny model réwnania réznicowego drgan swobodnych niettumionych

vy, o
—{— 3}
-

Rys. 3. Elektryczny model uktadu réznicowego drgan przy zalozonym odstepie A¢

Wstawiona sita elektromotoryczna E, ma za zadanie wyréwnanie potencjaléw i oraz i’
Dotaczony do wezla prad I; modeluje obciazenie zewngtrzne [np. sile wymuszajaca w réw-
2

naniu m %727 +kn = P(1)]. Dla przedstawienia ukladu réwnan (1.2a) nalezy odpowiednie

schematy modelujace poszczegdlne réwnania odpowiednio polaczyé ze soba (patrz rys. 3).

4 Mechanika teorctyczna
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Przejdzmy do modelowania warunkdéw poczatkowych. Jako warunki poczatkowe zadania
przyjmujemy, ze w chwili # = 0 znane jest wychylenie 7, oraz pr¢dkos¢ no. Uwzgledniajac
(1.2¢) oraz (1.2f) otrzymamy wartoséci napi¢¢ modelujace wychylenia masy

(1.2g) Uy = nom, oraz U, = U, = nym,.

Do dalszych rozwazan przyjmiemy wartosci wspéiczynnikéw przeniesienia

cm \%

(1.2h) m, = 100 [?G -QJ oraz m, =1 [cm]'

Ze znanej zaleznosci m,, = m;m, obliczymy wspoétczynnik przeniesienia pradowego

kG-A

2i — o001 X9A ]

(1.21) m; = 0,0 [ o ]

Obecnie okresli¢ mozemy wielkosci wchodzace w obwdd sieci. Podstawiajac do (1.2f)
otrzymamy

p 2

. At? cm cm
(1.2)) r= me= 1 [kG]-IOO[kG-QJ =100Q, o

v.
(1.2k) Uy = nom, = 1 [cm]- 1 [cm] =1V;

- 71 m, = 200Q,

dodatkowo zaktadamy R = 1000 Q.

Modelujac réwnanie réznicowe drgan poczynajac od punktu O nalezy do tego wezla
przylozyé napigcie U, (w rozpatrywanym przypadku — | V) modelujace wychylenie po-
czatkowe. Drugi warunek uzyskamy rozpisujac pierwsze rownanie (1.2a), ktére z uwzgled-
nieniem przyjetych wielkosci (1.2f) i (1.2¢) — przyjmie postac

11U, —(2—0,5U,+1U, = 0.
Uwzgledniajac ponadto warunki poczatkowe (U, = U, oraz U, = | V) otrzymamy

(1.21) U = ILSZUE =0,75V.

Uklad sieci poczynajac od punktu 0 podany zostal na rys. 4. Po zasileniu uktadu
napigciem réwnym 1 V tak manipulujemy sita elektromotoryczna E, nalezaca do wezla
1, aby uzyskaé¢ w wezle siatki dolnej 1’ napiecie réwne 0,75 V. Nast¢pnie przechodzimy
do wezla 2 i tak regulujemy napieciem E, (nalezacym do tego wezla), aby potencjaly
po obu stronach oporéw R weztow | i 1° zréwnaly si¢ ze sobg. Dokonujemy pomiaru
w wezle 2 1 na to zmierzone napigcie ustalamy (ponownie regulujac sitg elektromotorycz-
na E,) potencjal wezta 2'. Przechodzimy nastepnie do sity elektromotorycznej E, nalezacej
do wezla 3, ktdra ustalamy z warunku zréwnania potencjatéw w weztach 2 i 2’ i opisang
poprzednio czynnos$¢ powtarzamy. W opisany sposéb otrzymuje si¢ rozklad pradéw w sieci,
przy czym napiecia w wezlach gérnej (lub dolnej) siatki z uwzglgdnieniem wspdtczyn-
nikéw (1.2h) okreslaja wartoé¢ wychylenia masy w kolejnych odstgpach czasu (1.2g).

Rozktad napie¢ i wartosci pradéw dla kilku pierwszych punktow rozwazanego przykladu
podany zostat na rys. 4.
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Przyktad 1.2. Zmodelowac ukiad wedtug danych przykiadu poprzedniego, przyjmu-
jac warunki poczatkowe

0,3 cm
121 = lcm, ! =i —
(12 o o At sek
U1y U075v
1008 1009
02500 1005 16250 00 26875 4062
i 3750 uA 625 u A 2810 u A
| G = (@]
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Rys. 4. Elektryczny model ukiadu réwnania drgan wedlug danych przyktadu 1.1

Z ostatniego warunku otrzymamy 7. = 7,—0,6. Piszemy réwnanie réznicowe (1.2)
dla punktu poczatkowego

m 2m m
AT (217 —") =0

4

Rys. 5. Elektryczny model réwnania drgan oraz wykres drgan swobodnych masy do przykladu 1.2

4
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Uwzgledniajac dane zadania (l.2c) oraz warunki poczatkowe (1.21) w rdwnaniu
N-—1,570+1n, = 0 otrzymamy 7, = 1,05 cm.

Przyjmujac wspétczynniki przeniesienia takie jak w zadaniu poprzednim (1.2f) otrzymano
wielkos$ci napie¢ dla punktéw poczatkowych Uy =1V i U, = 1,05V, a wielkosci napieé
z pomiaréw na analogu

U,=0,575V, U;= —0,188V, U,= —0,85V, Us= —1,097V,
Us= —0,789V, U, = —0,087V, Us=0,659V, Uy= 1,075V itd.

Uktad sieci, warunki poczatkowe oraz wartosci napig¢ i rozdziat pradéw podany zostal
dla kilku poczatkowych punktow sieci na rys. 5a. Wykres drgan podano na rys. 5b. Z wy-
kresu widaé, ze w chwili poczatkowej zachodzi ruch masy w kierunku dodatnich wychylen
i po osiagnieciu wartosci 7,,. =~ 1,1 cm nastapi ruch w kierunku przeciwnym.

W odréznieniu do wykresu podanego na rys. 1, fazy ruchu sa przesunigte oraz ruch
nastepuje przy wickszej amplitudzie, natomiast czestotliwosé drgan, ktora nie zalezy od
warunkow poczatkowych, zostala ta sama.

1.2. Réwnanie drgan struny. Rozpatrzmy réwnanie falowe

N | &
R N L ) Ty o5 —
oxt ' ooy? ' Gzt T2

jako zagadnienie jednowymiarowe (odpowiadaé to bedzie drganiom poprzecznym struny)

o 1 &

(13 ae T e =0
W zapisie réznicowym

A L&

Axr & At

(1.4) =0.

Réwnanie powyzsze rozpisane dla punktu i, j (patrz rys. 6a) przyjmie postac

i 1 1
(1.5) A i1, j—2mi 5+ i1 ) — A7 (Mijo1— 271,57 j21) = 0.

Uktad sieci spetniajacy powyzsze réwnanie podany jest na rys. 6b. Napiecie modelowac
bedzie (jak poprzednio) wychylenie, a opornosci — parametry réwnania wedtug wzoréw

(153.) U,',j = N, jMy,

Ax? 212

(1.5b) o= Iv m,, r,= ¢ ILm,.
Uktad sieci modelujacej rownanie (1.4) omoéwimy na przyktadzie konkretnym.

Przyktad 1.3. Okreélic wychylenia punktéw wezlowych struny stosujac podzial
na 4 réwne czesci, przyjmujac stan poczatkowy przy obciazeniu struny sita w punkcie 1
wedtug rys. 7a.

Jako dane zadania przyjeto

I 1 1 1

1.5 oy b Loy b
(1.59 Ax? 'cmz’ cAr? " em?
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Rys. 6. Oznaczenia punktow oraz model elektryczny réwnania drgan struny
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Rys. 7. Warunki poczatkowe drgan struny oraz oznaczenia punktéw do przykiadu 1.3

[435]
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Réwnanie (1.5) przyjmie zatem postac
(1.5d) Niet 0t Mivr,;— 1,571 j21— 1,575 5,0 = 0.

Zgodnie z rys. 7a przyjmiemy wychylenia poczatkowe (dla t = 0)
(1.5¢) Mmo=lcm, 17,0=0,667cm, 7;0=0,333cm.

Warunki brzegowe okreslaja w dowolnej chwili zerowe wychylenia struny na podporach
(1.5f) » Mo =0, 7, =0.

Jako dodatkowe warunki poczatkowe przyjeto zerowe predkosci punktow /, 2, 3 w chwili,

od ktorej bedziemy mierzyé czas, czylidlar =0

on o iﬂz o 70_7737 —0.

ar  ar ot
Z zaleznosci ostatnich wynika
(1.5g) N = N1, N2 = M2,1, M3 = M35
gdzie 7;. oznacza teoretyczne wychylenie punktu i/ dla r = —Ar. Napiszemy rdéwnania

(1.5d) dla punktéw 7, 2 i 3 dla chwili = 0

dla punktu /  0+140,667—1,59,.— 1,59, = 0,
(1.5h)  dla punktu 2 140,667+0,333—1,59,.—1,517,,1 = 0,
dla punktu 3 0,6674-0,333+0—1,59,,— 1,593, = 0,
gdzie np. ;. oznacza wychylenie punktu / w chwilit = —A¢ oraz 9, ; — dla chwili r = A¢.
Uwzgledniajac zaleznoéci (1.5g) wynikle z zalozonych warunkdw poczatkowych z réw-
nan (1.5h) obliczymy
(1.51) M1 = 0,555, 72, = 0,667, 7, = 0,333.
Oznaczajac wychylenia poszczegdlnych punktéw ukladu w czasie zgodnie z rys. 7b
otrzymano wartosci dalszych wychylen
M, = —0,185, #,,= 0,370, 73,2 = 0,333,
M, = —0,431, 7,3 = —0,320, 1#;;=0,135,
m,s= —0,316, 17,,= —0,782, 1n;,= —0,457, itd.
PrzejdZzmy do modelowania ukladu w sieci elektrycznej. Przyjmiemy nastepujace wspol-
czynniki przeniesienia
m, = 150 Qfem?,  m,=1V/cm,
wowczas
_Ax? ctAr?

r —Tm,z 150 Q, r, = 1—m,= 100 Q.

Dodatkowo zakiadamy R = 500 Q.
Uktad sieci dla kilku poczatkowych chwil (w odstgpach czasu At) podany jest na rys. 8.
Rozwiazujac ukiad na drodze eksperymentalnej najpierw modelujemy warunki poczat-
kowe przykiadajac do punktéw I, 0; 2,0 i 3,0 napiecia odpowiednio U, o =1V, U, =
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= 0,667V, Uyo = 0,333V, zgodnie z przyjetymi wychyleniami poczatkowymi (1.5e).

Wychylenia koncow struny w dowolnym czasie sa rowne zeru, co uzyskujemy podlaczajac
do masy wezty 0,1; 0,2; 0,3 itd. oraz 4,1; 4,2; 4,3 itd.

t,:0

Rys. 8. Elektryczny model ukladu réwnania réznicowego drgan struny wedlug danych przykladu 1.3

Warunek poczatkowych predkosci ujety jest w zaleZznosci (1.5i). Modelowanie tych
wartosci w elektrycznym analogu uzyskujemy w ten sposdb, Ze tak regulujemy warto$ciami
sit elektromotorycznych E; nalezacych do weztéw 1,1, 2,1 i 3,1, aby uzyskaé w tych weztach
wymagane napiecia w stosunku do masy réwne

U,,=0,55V, U, =0667V oraz U, =0,333V.

Po ustaleniu wyjsciowych napig¢ w weztach gérnych dla chwil 7 oraz t, (patrz rys. 8)
przechodzimy do zasilania wezléw (wlaczania sit elektromotorycznych E;) dla chwili 7,
poczynajac np. od wezta 1,2. Tak regulujemy zmienng sita E, nalezaca do wezla 1,2, aby
wyréwnaé réznice napieé pomiedzy weztami 1,1 1 (1,1) gérnej i dolnej siatki. Dalej prze-
chodzimy do sily E, wezta 2,2, ktérej warto§é ustalamy z warunku wyréwnania potencjatow
2,11 (2,1). Opisang czynno$¢ powtarzamy dla wezta 3,2. Po skontrolowaniu, czy warunki
rownowartoéci potencjaléw odpowiednich wezléw gérnej i dolnej siatki sa speinione dla
chwili ¢,, przechodzimy do ustalenia sit elektromotorycznych E, dla weztéw chwili t,
z warunku wyréwnania potencjatéw gérnych i dolnych weztéw chwili #,. Opisana czynno$é
powtarzamy dla dalszych nastepujacych chwil.

Wynik przyktadu dla dwunastu chwil podany jest na rys. 9. Z przebiegu kolejnych wy-
kreséw widaé ciekawy przebieg odksztatcen, gdy od chwili poczatkowej f, punkt I o naj-
wiekszym wychyleniu uzyskuje najwigkszy przyrost predkosci powodujac wygiecie struny
w strong przeciwng, podczas gdy pozostate punkty maja jeszcze wychylenie dodatnie (dla
1 = 24¢). Dalej nastepuje ruch w dalszym ciagu do dotu z tym, ze dla ¢ = 54¢ uzyskujemy
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niemal antysymetryczna postaé podksztalcenia w stosunku do schematu wyjsciowego,
Dalej cykl powtarza si¢ powodujac ruch poszczegélnych punktéw w gore.

——
g 7 7 3 ¢
—/\
t:at
1241 =
1;:30t e T J
|
i
{40t T
| |
t.254¢ R — 7
\-

te60¢ | - —

/i e
/
ty=84¢ —
/
{y:94¢
£ 100t
Y.
I
[’f/]At L \l

Rys. 9. Postacie drgaf struny w kolejnych odstepach czasu At

1.3. Réwnanie zginania plyt cienkich. Ugiecia w(x, y) powierzchni $rodkowej plyty speiniaja
réwnanie biharmoniczne
c')“ _d'w 4w q(x, y)
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W zapisie roznicowym

/J4le A4W-j A4W~j Q i
ALY T, R PaiA R S
(1.7) Ax* + AxXPAyr Ayt D
Rozpisujac powyzsze réwnanie dla punktu /, j (patrz rys. 10a) oraz przyjmujac dodat-
kowe uproszczenie, ze Ax = Ay, otrzymamy

(1.8)  20w; ;—8(wi_1 jtwWijotwin;+ Wi )2y Wi jor Wit

qi_iji

FWis )t Wiie j A Wijoat Wige it Wi = D

Rys. 10. Elektryczny model rownania réznicowego plyty i oznaczenia punktow siatki

Widzimy, Ze wspdlczynniki wystepujace przy ugigciach punktow sasiednich tworza
uklad symetryczny wzgledem punktu centralnego i/, j. Elektryczny model réwnania plyty
podany zostal na rys. 10b. Odpowiednie zalezno$ci, pozwalajace modelowac¢ w sieci elek-
trycznej réwnanie plyty wynosza

A 4
(1.9 r= -—g~ m,, liy=qjm, U= w,m,.

Miedzy wspdlczynnikami przeniesienia istnieje znana zalezno$¢

(1.10) my = mym,.
Przejdzmy do modelowania warunkéw brzegowych.

1.3.1. Powierzchnia odksztalcenia plyty posiada o$ symetrii a—b (rys. 1la). Wéwczas
z warunku symetrii mozna przyjaé

(a) Wip1,j-1 = Wi_1,j Wiy1,; = Wit Wit2,j = Wio2,js Wittj+1 = Wi_,j41-

Uwzgledniajac powyZsze zaleznosci w (1.8) otrzymamy réwnanie

D
(1.1 % [20w; ;—8(2w;_1,jtwi o1t wi e )+ 2@wWily 2w, )+

T 2Wig Wi 2t Wi a2l = iy
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ktérego model, zgodnie z oznaczeniami (1.9), podany zostal na rys. 11b. Biorgc pod uwage
powiazanie punktéw polozonych na osi symetrii z punktami wewngtrznymi (punkt 7, j
taczy sie z punktami i—2, j; i—1, j; i—1, j+1 oraz weztami dolnej siatki i—1, j) nalezy
dazyé do tego, aby byly réwnocze$nie spetnione réwnania (1.8) i (1.9), czyli punkty te

o

b
—
03 symetru

Rys. 11. Modelowanie punktéw potozonych na osi symetrii

winny laczyé si¢ za posrednictwem tych samych oporéw. Mozemy to uzyskaé dzielgc
wszystkie wyrazy réwnania (1.9) przez dwa — wdwczas analogiem dla punktu polozonego
na osi symetrii bedzie uktad podany na rys. llc.

Porownujac schemat sieci podanej na rys. 10b oraz llc widac, ze przy modelowaniu
siatki plyty przyjmowaé bedziemy dla punktéw wewnetrznych uklady wedlug schematu
podanego na rys. 10b, a dopiero dla punktéw potozonych na osi symetrii odksztalconej
powierzchni plyty — uktady wedle schematu podanego na rys. 1lc.
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W przypadku podwdjnej symetrii wzgledem osi x oraz y wynikaja zaleznosci
(b) Wira,j = Wiczjpy  Wije2 = Wij_a,

Wirlj—1 = Wiglj+1 = Wist 1 = Wit j, Wij+l = Wij_1, Wisl,j = Wi_,j-

Uwzgledniajac (b) w (1.11) otrzymamy réwnanie

g.;Ax*
(1.12) 20w, ;—8(wi_y;- 24 wi ;o1 - 2)+2(Wiy j D+ Wig - 24w ;22 = — D
w ktorym podzielimy wszystkie wyrazy przez cztery. Uklad sieci modelujacej réwnanie
rozpisane dla punktu centralnego (przez ktdéry przechodza obie osie symetrii) podano na
rys. 11d.

PrzejdZmy nastgpnie do modelowania warunkéw brzegowych. Rozpatrzmy dwa naj-
czedeiej wystepujace przypadki — krawedz plyty oparta w sposéb przegubowy oraz calko-
wicie utwierdzona.

1.3.2. Krawed? swobodnie oparta na podporze. Z warunku oparcia plyty wzdtuz jej kra-
wedzi przyjmuje sie, ze ugiecia wzdluz tej krawedzi sa réwne zeru. Dla przykladu rozpatrz-
my krawegdz a—b plyty (patrz rys. 12a). Z warunku przylegania plyty do podpory mozna
zapisad

(© Wa = Wii1,jo1 = Wig1,j = Wiprj41 = Wy = 0.

Drugim warunkiem okre§lajacym przegubowy sposéb podparcia jest zerowa wartoéé
momentu zginajacego w danym przypadku wzgledem osi y.

a*w o*w

W zapisie réznicowym dla wezla i+ 1, j lezacego na krawegdzi otrzymamy

Wi i —2Wiiy ;T Wita,j + Wi+1.j—1—2Wi+1,j+Wr+1.j+1) —0

(L14) Mgy, = —D( 24x 24y

Uwzgledniajac (c) otrzymamy

1)) Wips,j = —Wij.
Réwnanie powierzchni odksztalconej plyty (1.8) rozpisane dla punktu /41, j oddalo-
nego o Ax od krawedzi opartej w sposob przegubowy z uwzglednieniem (¢) i (d) przyjmie

postaé
20w ;—8(wi_ ;Wi o1t Wit T Wi 1) F2Wis Wity je i HWisn o Wig i) +

Ql,ij4

FWig j+Wij 2t Wit Wi ;= D

Uwzglednienie warunku zerowych ugi¢¢ na krawedzi podparcia prowadzi w modelu
elektrycznym do zapewnienia tym weziom zerowych potencjatéw. Uzyskuje si¢ to przez
polaczenie punktéw i+1, j—1; i+1, j+11ii+1,j przewodem bezoporowym z masg
(patrz rys. 12b).

Warunek (d) fatwo jest spetni¢ w sieci laczac wezel i, j z masa za posrednictwem oporu
réwnego r/2. '
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Latwo sprawdzié, ze warto$¢ pradu taczacego wezly i, j 1 i+2, j, zgodnie z zaloZe-

niem (d), wynosi
I — Uij—Uisa; _ 2U.‘,j :Eg.,;
r r rj2’

co spetnia warunek brzegowy podany na rys. 12b.

Rys. 12, Modelowanie warunkow brzegowych oparcia plyty na podporze pozwalajacej na swobodny obrét
oraz calkowicie utwierdzajacej
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1.3.3. Krawed? calkowicie utwierdzona. Rozpatrzmy jak wyZej krawedZ rownolegla do
osi y.
Z warunkow podparcia otrzymujemy

(@) Wir1,j-1 = Wig1,j = Wisrj+1 = 0
Aw  wij—Wia
Ax = adx

co prowadzi do zaleznosci

® Wisay = Wi,

Przy spetnieniu warunku (f) nie poplynie prad przez opdr r taczacy wezty i, j1i+2, J.
W sieci elektrycznej najwygodniej to spetni¢ nie dajac polaczenia miedzy tymi wezlami.
Uklad sieci podany dla wezta i, j oddalonego od Ax od krawedzi utwierdzajacej podany
zostal na rys. 12c.

W zakonczeniu podamy kilka uwag dotyczacych celowosci modelowania w sieci elektrycz-
nej rownan roznicowych.

Zasadniczym zakresem stosowalnosci analogowych maszyn uniwersalnych jest rozwia-
zywanie rownan rézniczkowych. Maszyny analogowe maja tu t¢ wyzszos$é nad cyfrowymi,
ze oprécz czterech dziatan arytmetycznych potrafia jako jedna operacje wykonywacé cal-
kowanie, a w ograniczonych zastosowaniach — rézniczkowanie. Maszyny analogowe,
przez uzycie cztondéw calkujacych i sumujacych, zezwalaja na modelowanie poszczegol-
nych cztondw réwnania rézniczkowego oraz otrzymanie w postaci wykresow lub odczytow
cyfrowych zarédwno ostatecznego rozwiazania, jak i wszystkich kolejnych pochodnych
funkcji do rzedu najwyzszej pochodnej réwnania wlacznie [3].

Przedstawiony w pracy niniejszej sposdb modelowania w sieci réwnan réznicowych
wymaga montazu sieci zlozonej ze znacznej nieraz liczby weztéw (wymaganej dla otrzy-
mania wystarczajaco dokladnego rozwiazania). Zmontowanie uktadu dla réwnania drgan
swobodnych (l.1) czy tlumionych na maszynie uniwersalnej jest stosunkowo proste (przy-
kiad 1.1 i 1.2) i ma t¢ ponadto zaletg, Ze rozwiazanie uzyskuje sie¢ w postaci ciaglej funkcji.
Jest jednak szereg takich zjawisk opisanych réwnaniami rézniczkowymi, w ktorych modelo-
wanie rownania jest klopotliwe na maszynie uniwersalnej, a wiec przede wszystkim w row-
naniach czastkowych, ktore mozna rozwiazaé¢ stosujac metode réznic skonczonych; wy-
maga to jednak z kolei duZej liczby wzmacniaczy operacyjnych. W takich przypadkach
przedstawiony sposob moze by¢ szczegdlnie uzyteczny, choéby przy rozwiazywaniu rownan
falowych (przyktad 1.3) czy rownania biharmonicznego. Dodatkowym aspektem, ktory
mozna podkres$li¢ jest fakt, ze montaz ukladu analogowego w sieci elektrycznej moze byé
wykonany w niemal prymitywny sposob w kazdym laboratorium przy uzyciu elementar-
nego wyposazenia, a cena uniwersalnych maszyn analogowych jest nieporéwnanie wyzsza.
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Peszome

MPHMEPHI SJIEKTPUYECKOI'O MOJIEJIMPOBAHUMS KPAEBBIX M HAUAJIBHBIX
YCJIOBUY TUDDEPEHIUANIBHBIX YPABHEHUI NJISI BOIIPOCOB MEXAHUKH

ITpUBOOUTCH PAL IPUMEPOB MOAENUPOBAHHS B 3JICKTPHUECKON CETH TAKUX SIBJIEHHM, KaK cBOGOMHbBIE
HenemrupoBaHHble KONeGaHUS CTPYHbBI, M3MMO TOHKOH yNpPYroi NauThbl C Pa3HbIMM KPAeBbIMHM YCIOBH-
sAMH (OMrapmMoHHYECKOe ypaBHeHME) W Ap. IIpencraBsieHHbIH METOL MOM<eT ObITh OCOOEHHO NPHIOAHBIM
OAA Psifa 4acTHLIX CJyuaes, KOT[A [PHMCHEHHE ©0Jiee YHHBEpPCAJIbHBIX aHAJIOMOBBIX MaLIHH HECKO-
HOMHKYHO.

Summary

EXAMPLES OF ELECTRICAL NETWORK MODELS SIMULATING THE INITIAL AND
BOUNDARY VALUE PROBLEMS OF APPLIED MECHANICS

Several examples of electrical network models are given for such problems as free undamped vibrations
of a string, bending of a thin plate with various boundary conditions (biharmonic differential equa-
tion) etc. The method presented in the paper seems to be particularly suited in many cases when the appli-
cation of more universal analogue computers proves inefficient.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 18 kwietnia 1969 r. — przeredagowana (po raz pierwszy wplynela
dnia 15 lipca 1968 r.)



