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1. Wstep

Celem niniejszej pracy jest zanalizowanie zalezno$ci ryzyka awarii r(¢) od charakterystyk
losowego obcigzenia.

Zagadnienie to rozwigzano w przypadku, gdy konstrukcja podlega zmeczeniu i starzeniu
oraz obciazenie jest dowolnym niestacjonarnym procesem losowym. Jest to uogdlnienie
zadania, jakie postawili i rozwiazali (w zastosowaniu do utraty wytrzymalosci oérodka
stalego mikroniejednorodnego) MURZEWSKI i autor [6].

W przypadku szczeg6lnym stacjonarnego procesu obciazenia i stalej no$nofci, otrzy-
mano wniosek pokrywajacy sie z wynikiem pracy [6], mianowicie r = const.

Rozpatrujemy obciazenia konstrukcji tego samego rodzaju, np. obcigzenia budynkdéw
mieszkalnych tego samego typu, mostow tej samej klasy i konstrukcji, itp.

Obciazenie P(?) jest procesem losowym, tzn. ze dla kazdej ustalonej chwili # obciazenie
jest zmienna losowa okre§long dla zbioru wszystkich obiektéw danej klasy, natomiast
dla konkretnego obiektu obciazenie jest funkcja nielosowa czasu, ktéra jednakze nie jest
znana a priori.

Ograniczymy si¢ do rozpatrywania jednej budowli o dokladnie skontrolowanych
wymiarach, wykonanej z materialéw, ktérych wilasnosci sa w pelni okre§lona funkcja
czasu. Przy tych zaloZeniach no$no$¢ konstrukcji N(7) jest nielosowa i a priori okre§lona
funkeja czasu (rys. 1). Tak postawione zagadnienie moze byé podstawa do dalszych uo-
golnien — dla losowych proceséw N(1).

Zagadnienie bedzie rozwigzane przy zastosowaniu teorii przewyZszania okre§lonego
poziomu przez proces losowy [9].

Wymieniona teoria byla juz stosowana do zagadnien praktycznych. RICE [7] wypro-
wadzil wzér na Srednia czesto$é my przekroczen poziomu N przy dodatnim nachyleniu
realizacji P(t) stacjonarnych, scentralizowanych, rézniczkowych proceséw gaussowskich:
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gdzie K, — wariancja, K;' — druga pochodna funkgji korelacyjne;.
JeSli przewyzszenie poziomu N przez proces stacjonarny powoduje zniszczenie obiektu,
to ny réwna sie ryzyku r.
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2. Oznaczenia i definicje

N(t) nos$noéé konstrukcji w chwili ¢,
T trwalo§é konstrukcji (czas bezawaryjnej eksploatacji),
P(t) niezawodno$§é konstrukcji (prawdopodobienistwo przetrwania),
r(f) ryzyko awarii (intensywno$§¢ prawdopodobienstwa),
P(t) proces obciazenia,
P(t) szybko$é obciazenia,
p(t) warto$é §rednia obciaZenia,
K(t,,t,) funkcja korelacyjna procesu obciazenia,
W3(t) wariancja obciazZenia,
R,,(ti,t;) funkcja korelacji wzajemnej dla obciaZenia i szybkoéci obciazenia,
f(p, p/t) dwuwymiarowa gesto$¢ obciazenia i szybkoéci obcigZenia w tej samej
chwili ¢,
F(p, p/t) dwuwymiarowa dystrybuanta obcigzenia i szybkoSci obciazenia w ch. 1 .
Zgodnie z tym co powiedzieliémy we wstegpie, rozpatrywana konstrukcja jest repre-
zentantem pewnej populacji jednorodnych konstrukcji speiniajacych te same warunki
Zaktadamy, Ze czas Zycia konstrukcji jest«zmienna losowa, w zwigzku z tym mozna
okresli¢ funkcje, ktdra jest prawdopodobiefistwem bezawaryjnej pracy konstrukcji w okre-
sie czasu 2.

Def. 1
Prawdopodobienstwo przetrwania konstrukcji
P() = P[P(t) <N@); 0<t<T.
Obok tej funkcji uzywa si¢ w teorii niezawodno$ci réwniez funkcji Q(f) bedacej praw-
dopodobienistwem powstania awarii.
Def. 2
Prawdopodobieristwo zniszczenia (awarii)

Q1) = 1-2(0).
Jesli zatozymy, ze funkcja Q(f) jest ciagla wraz z pierwsza pochodna, mozna méwié
o gestoéci prawdopodobienistwa powstania awarii, czyli o gestoSci rozkladu trwatosci.
Def. 3
Gestosd rozkladu trwalosci

a() = 300) = —50).

Nastgpnym réwnie waznym pojeciem teorii niezawodnoéci jest prawdopodobieristwo
bezawaryjnej pracy konstrukcji w odcinku czasu (¢, t;), gdy wiadomo, ze do chwili 7 kon-
strukcja pracowala bezawaryjnie.

Def. 4

Niezawodno$¢ warunkowa (prawdopodobiefistwo przetrwania w okresie od ¢ do ).

_2)

P+ t) = 70
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Z definicji tej wynika, ze prawdopodobiefstwo powstania awarii w odcinku czasu
(t, t;) przyjmuje postaé
. P(O—2P(,
0+ 1= L2,
Przyjmujac t, = t+dt i obliczajagc granice przy dt — 0 otrzymujemy nowa funkCJQ,
zwana ryzykiem awarii.
Def. 5

Ryzyko awarii
. Q@+ t+d)
r@) = dt '

Ryzyko awarii r(f) mozna traktowac jako warunkowa gesto$¢ powstania awarii w chwili
t pod warunkiem, ze do tej chwili konstrukcja pracowala bezawaryjnie lub, méwiac mniej
$cifle, jako prawdopodobienstwo tego, Ze konstrukcja, ktéra pracowala bezawaryjnie
do chwili ¢ uszkodzi si¢ w czasie t+dt, gdzie dt jest dostatecznie male.

W przypadku gdy konstrukcja nie podlega zmeczeniu i starzeniu doéé intuicyjne staje

si¢ przyjecie zaloZenia, ze ryzyko awarii jest stale (niezalezne od czasu). Jeden z wnioskéw
niniejszej pracy uzasadnia mozliwo$é przyjmowania tego typu zaloZenia.

3. Wyznaczanie ryzyka awarii przy zastosowaniu zagadnienia o przewyiszaniu

Do wyznaczenia ryzyka awarii zastosowano zagadnienie o przewyZszaniu, przy czym
zagadnienie to uogdlniono w niniejszej pracy na przypadek, w ktérym poziom przekra-
czany przez funkcje losowa jest niekoniecznie staly.

Twierdzenie 1

Zatozenia: P(f) — proces losowy ciagly wraz z pochodna,
N(t) — funkcja nielosowa czasu.

Teza: 0= [ l-NOUNOIS.
N(2)
Dowdd:
Oznaczajac przez #(a/f) prawdopodobiefistwo przewyZszenia statego poziomu ,,a”
przez funkcj¢ losowa P(f) w czasie df mamy znany wzér [9]

(=]

P(alt) = dt [ pfla, pl1)dp
0
1 w przypadku, gdy a = 0 wzér

o0

(3.1 POty = dt [ pf©, plHdp.
0

Wyprowadzimy transformacje
Y(f) = P(t)—N(),

W(t) = P()—N(1).



292 M. MAKOWSKI

Wyznaczenie prawdopodobienstwa przewyZszenia przez funkcje losowa P(f) poziomu
N(r) sprowadza si¢ teraz do wyznaczenia prawdopodobiefistwa przewyiszenia przez
funkcje¢ losowa Y(r) poziomu zerowego.

]
P(t)

N(t)

-

CRys 1
Nalezy znalezé dwuwymiarowg gesto$¢ fi(y, w).
(32 FO,w=2 <y, W<w)=2PP—-N<y P-N<w)=
= PP < y+N, P < W+N)= F(y+N, w+N),

czyli
(3.3) Fi(y, w) = F(p, p),
gdzie
p=y+N; p=w+N,
OF _GF ip | OF 0 _ GFGAN,wiN)
dy op dy  dp oy op
i podobnie :
2 2p W-LN .
vty = e ) — N, ),
mamy wigc
(3.4) fi(, W) = f+N, w+N).

Oznaczajgc przez A zdarzenie, polegajace na przewyZszeniu w czasie df przez funkcje
losowa Y(f) poziomu zerowego, otrzymujemy na podstawie wzoru (3.1)

P(A) = dt [ whi(0, wit)dw = di [ wfIN(), w+N(t)/fldw;
/] i /]

podstawiajac
w+N() = p
otrzymujemy :

P(d) = dt | (p—N)fIN(D), p/1)dp.
N
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Z def. 5 ryzyka zniszczenia

ar 2(4)
r0 = zlil »0 Sadr
otrzymujemy
(3.5) ry= [ [p—N®IfINQ), plM1dp.

N
cbdo.
Twierdzenie 2

Zatozenie: P(f) — stacjonarny w sensie wezszym,
N(1) — funkcja nielosowa (no$nos¢).

(o]
Teza: = [ [p—N@IfING, pldp.
N
Dowéd:
Z zaloZenia stacjonarno$ci wynika, ze dwuwymiarowa gesto$é obcnqzema nie zalezy
od translacji na osi czasu

S(p1, P/t 1) = f(p1, po/dt), gdzie dt = t,—1,,
poprzez przeksztalcenie

Dv=Pr
3.6 .
(3:6) = p+-pdt
przechodzimy do dwuwymiarowej gestosci zmiennych p i p
(3.7 f(p, plty , 1) = f(p, p+pdt/di)|at],

gdzie |df| jest wartoscia bezwzgledna jakobianu przeksztalcenia (3.6), stad wynika, ze
f(p’p/tl’tZ) =f(P,P/d’), glee dt = 12—'11,

czyli

f(p, plt, ) = f(p, pl0) = f(p, D),
a stad
(3.8) SINQ@), p/f] = fIN(@), pl.
Wstawiajac (3.8) do wzoru (3.5) otrzymujemy teze:
(3.9) r= [ [p—NOIING), pldp.

Ny
cbdo.

Temat

Zalozenie: P(f) — proces stacjonarny w sensie wezszym.

Teza: Rpp(1,1) = 0.
Twierdzenie to znane jest w literaturze proceséw losowych, np. [9]. Przytoczono nowy
dowdd tego twierdzenia.
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Dowéd:
Z definicji
Rpp(ti, 1) = E{[P(t;)—Dp(t)] P(t})} = E[P(1;) P(t)—p(1) E[P(1)].

Ze stacjonarno$ci P(f) wynika E[P(t)] = 0,
czyli
1 1 d

Rt 1) = E[P() P(t)] = %E[E Pz(t)] = EEE[PZ(I)]'

Ze stacjonarnoéci wynika, ze E[P*(f)] = const,

czyli Rpp(t,t) = 0.
cbdo.

Whiosek 1

Rozwazmy przypadek szczegdlny, gdy P(f) jest procesem losowym stacjonarnym
normalnym.

Wtedy na podstawie poprzedniego tematu: obciaZenie i pochodna obciaZenia w tej sa-
mej chwili # sa zmiennymi losowymi nieskorelowanymi, a wigc dla procesu normalne‘émo
sa rowniez zmiennymi losowymi niezaleznymi, czyli: :

f(p, p) =f(P)f(p)-
W naszym przypadku mamy:
(3.10) SING), p] = fINOIf (p)-
Wstawiajac (3.10) do (3.9) otrzymujemy

(3.11) r)= [ [p—NOIINOIS (P)dp;

N
P(?) z zalozenia jest normalny, czyli ggstoéé ma postaé
1 (p—p)*
Sfp)=—7—— aiave yud B
V2rp, &P 202,
P(f) — jako pochodna procesu stacjonarnego normalnego jest réwniez procesem stacjo-

narnym normalnym o wartoéci §redniej réwnej zero i wariancji réwnej drugiej pochodnej
funkcji korelacyjnej procesu P(¢) wzigtej ze znakiem minus w punkcie v = 0;

p=0 = —% dla 7=0,
czyli
_ 1 (NO—p)*
SIN@] = mexP [— —2#Tp_]’
(3.12)

F(5) = ——— ex —f”]
2 s "[ prak
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Wstawiajac zwiazki (3.12) do wzoru (3.11) otrzymujemy

00
v

] (N(t)—b)z] J - [ 132] :
r(t) = 5~ exp| —* exp| — dp—
() 27t p[ x5, 1) PP |
N(r)
o] [ (N(t)—ﬁ)z] i [ 132] :
—N(@) ;- —exp| ——5*+ exp| — dp.
()27ww P 20, | J P T 2w |
N(6)
Wyliczajac pierwsza calk¢ przez podstawienie
‘b2
W
otrzymujemy
1 (N(t)—ﬁ)z]{- [ Nz(t)] NG [ [ i»z] :
3.13 N=_——ex [— R exp|l — =5 |— exp| — dp,
G130 = 5, exp 2w, NPT 25 it 2075 17

gdzie wystgpujaca w tym wzorze catk¢ mozna doprowadzi¢ do stablicowanej funkcji
Laplace’a.

Whiosek 2

Zalozenie: 1) konstrukcja nie podlega zmeczeniu ani starzeniu N(f) = N = const,
2) obciazenie jest procesem stacjonarnym.
o]
Teza: ry=r= [ bf(N, p)dp.
0
W przypadku, gdy N(#) = N = const, mamy do czynienia z klasycznym znanym z li-
teratury zagadnieniem o przewyZszaniu przez funkcje losowa ustalonego poziomu N.
Wzér na ryzyko awarii w tym przypadku mozna wyprowadzié ustalajgc warunek na prze-
wyzszenie, liczac 2(4) i lim@
dio dt
2 przyjmujac w zalozeniu

, lub jako natychmiastowy wniosek z twierdzenia

N(f) = N = const, czyli N(t) = 0;
mamy wiec

(3.14) ry=r= [ pf(N, p)dp
0

cbdo.

Widzimy stad, Ze jesli konstrukcja nie podlega zmgczeniu ani starzeniu i obciaZenie
jest procesem stacjonarnym, to ryzyko awarii jest niezalezne od czasu r(f) = r = const.
Whiosek 3

Zalozenie takie samo, jak we wniosku 2, i oprocz tego P(?) normalny. Wtedy

_ W —5)2].
(3.15) r() = 2, exp[ 22,
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Wzér (3.15) wynika natychmiast ze wzoru (3.13), gdzie podstawiono N(t) = N = const
i zgadza si¢ ze wzorem Rice’a (1.1) dla p = 0 uwzgledniwszy, 2e dla procesdw gaussowskich
) d’K(7)
Mp = — a7 |.—o
Przypadki szczegélne uwzglednione we wniosku 2 i 3 zostaly uzyskane wczeéniej,
droga bezpos$redniego zastosowania zagadnienia o przewyZszaniu przez funkcje losowa
statego poziomu [6].

4. Whioski

Fundamentalne prawo probabilistycznej teorii niezawodno$ci wyraza prawdopodo-
biefistwo przetrwania konstrukcji jako funkcje okresu eksploatacji

T
(3.16) P(T)=exp |~ [ rar].
0

Oznaczajgc przewidywany okres eksploatacji przez T* i przyjmujac z géry, Ze prawdo-
podobienstwo przetrwania konstrukcji w okresie T* jest bliskie jedynki i réwne 1—w
otrzymujemy zgodnie z (3.16)

T=

P(T*) = exp[——df r(t)dt] ,

czyli
Ts

l—w =exp[_0f r(ydr].

Oznaczajac przez R(¢) funkcj¢ pierwotna do r(¢) otrzymujemy
1—w = exp[R(0)—R(TH)],

czyli mamy w postaci uwiklanej
3.17) R(T*) = R(0)—In(1—w).

Znajac ryzyko, mozZemy wiec wyciagnaé prognoze na temat przewidywanego okresu
eksploatacji z prawdopodobiefistwem 1—w; T* moze shuzy¢ za miar¢ bezpieczenstwa
konstrukcji obok innych miar zdefiniowanych w probabilistycznej teorii bezpieczefistwa [5].
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Pesome
3ABHCHUMOCTSE BO3MOXHOCTH ABAPHUU OT ITAPAMETPOB ITPOLUECCA HATPY3KU

B nacrosameit pa6ore BoiBoaMTCA [6] dopmyna, ONpeaensionias BO3MOXHOCTb aBapHH, NPH MpeIIo-
JIOXKEHHH H3MEHSIOWIEHCA BO BPEMEHM HeCyLuel CIOoCOGHOCTH M BO3AEHCTBHA CNYUYaHHBIX HArpy3OK Ha
KOHCTPYKIHIO.

Vicnoneayss 3ajjauy O TPEBBbILIEHHM CiydaiHOH (GYHKIHEH HEKOTOPOro ypoBHA, OOYCIOBMBAETCA
BO3MOXXHOCTh aBapHM OT HAarpys3KH, €€ CKOPOCTH M OT Hecyleil CrIocoGHOCTH.

I[oxaabmae'rca, YTO B YAaCTHOM Cnydae, CTaHOHAPHOrO Iponecca Harpy3xKu M TIOCTOAHHON Hecymeﬁ
CIIOCOGHOCTH BO3MOYKHOCTh aBapHH HE 3aBHUCNT OT BPEMEHH.

Summary

DEPENDENCE OF THE RISK OF FAILURE ON LOADING PROCESS
PARAMETERS

The formula [6] for the risk of failure is derived under assumptions that the load carrying capacity
is variable in time and the loads acting on the structure are random. The problem of surpassing of a certain
level by the random function is applied and the risk of failure is formulated in terms of the loads, the load
rates and the carrying capacity. It has been demonstrated that in the particular case of a stationary load
process and a constant carrying capacity the risk of failure is independent of time.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 27 grudnia 1968 r.



