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1.  Wstęp 

W  ostatnich latach moż na  zaobserwować  dość gwałtowny  rozwój mechaniki  oś rodków 
cią głych,  mię dzy  innymi  mechaniki  tzw.  ciała  typu Cosserat. Ciałem typu Cosserat zwykło 
się nazywać  oś rodek  cią gły, w którym stan naprę ż enia opisuje się za pomocą  niesymetrycz­
nego  tensora  naprę ż enia,  a  nawet  za  pomocą  tensorów  naprę ż eń  wyż szych  rzę dów.  Ten 
kierunek  badań  został  zapoczą tkowany  pracami  braci  E.  i  F.  COSSERAT  [4].  Najbardziej 
reprezentatywnymi  dla  tego  kierunku  są  prace  TOUPINA  [12],  [13],  GREENA  i  RIVLIN A 

[9],  [10],  oraz  ZAHORSKIEGO  [17].  Szczegółowe  omówienie  prac  z  tego  zakresu,  które 
ukazały  się  do  lipca  1966  r.  zostało  zamieszczone w  pracy  BARAŃ SKIEGO,  WILMAŃ SKIEGO 

i  WOŹ NIAKA  [2]. 

Teorie dwuwymiarowych  oś rodków  cią głych  typu  Cosserat  były  rozpatrywane  w pra­
cach  E.  i  F.  COSSERAT  [4],  ERICKSENA  i  TRUESDELLA  [5],  GREENA,  NAGHDIEGO  i  W A I N ­

RIGHTA  [8]  oraz  COHENA  i  DESILVY  [3].  Były  to  pewne  uogólnienia  teorii  powłok  obej­
mują ce jako przypadek szczególny teorię Kirchhoffa­Love'a.  W  pracy  [15],  [16]  WOŹ NIAK 

znalazł  po  raz  pierwszy  inż ynierskie  zastosowanie  teorii  dwuwymiarowego  oś rodka  typu 
Cosserat,  mianowicie  wprowadził  tzw.  powierzchniowy  oś rodek  włóknisty  jako  cią gły 
model  odpowiednio  regularnego  powierzchniowego  dź wigara  rusztowego.  Powierzchnio­
wy  oś rodek  włóknisty  jest  w  zasadzie  dwuwymiarowym  oś rodkiem  typu  Cosserat  wy­
posaż onym  dodatkowo  w  wewnę trzną  strukturę — odpowiednik  siatki  utworzonej  z  osi 
dź wigara  rusztowego — daną  pewnym zbiorem rodzin  krzywych. 

Niniejsza  praca jest w zasadzie streszczeniem rozprawy doktorskiej autora  [1].  Zawiera 
teorię  oś rodka  włóknistego  znajdują cego  się  w  stanie  równowagi,  zbudowaną  w  oparciu 
o  podstawowe  założ enia  mechaniki  oś rodków  cią głych  oraz  o  pewne  dodatkowe  po­
stulaty  wynikają ce  z  tego,  że  powierzchniowy  oś rodek  włóknisty  ma  być  modelem  po­
wierzchniowego  dź wigara  rusztowego.  Szczególnie  dużo  uwagi  poś wię cono  wyjaś nieniu 
konsekwencji  wprowadzenia  wewnę trznej  struktury  oraz  wyjaś nieniu  podobień stwa  po­
wierzchniowego  oś rodka  włóknistego  do  powierzchniowego  dź wigara  rusztowego. 

2.  Podstawowe oznaczenia 

{x,}  (i  =  1, 2, 3)  przestrzenny układ  współrzę dnych  kartezjań skich, 
5  powierzchnia jaka  tworzy powierzchniowy  oś rodek  w  kon­

figuracji  odniesienia, 



s 
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{TJ"}  (a =  1, 2)  układ  współrzę dnych  materialnych  powierzchni S, 
(.), a  pochodna  czą stkowa  według  współrzę dnej  rf, 
(.)|a  pochodna  kowariantna  według  współrzę dnej  rf  w  ukła­

dzie współrzę dnych  materialnych, 
Л =  1, 2, 3 ... N  martwe  wskaź niki  wyróż niają ce  poszczególne  rodziny krzy­

wych, 
u{if) =  const  równanie  rodziny włókien A, 
л  

fx  wektor jednostkowy normalny do  włókna u =  const, 
А  А  

ta  wektor jednostkowy styczny do włókna u =  const, 
л  й  

Л;  {о =  1, 2, 3)  ortogonalny  tensor obrotu  czą stki  oś rodka, 
e  gę stość energii wewnę trznej, 

Pfi  tensor  naprę ż enia, 
•  

M'ij,  (M?,­)  tensor i pseudotensor naprę ż eń  momentowych, 

Pi  wektor napię cia  w rodzinie włókien A, 
A 

• 

Mu,  (Md  tensor  i pseudowektor  napię cia  momentowego  w rodzinie 
A  A 

włókien A, 
Gaa >  К х а ь  miary odkształcenia  oś rodka  włóknistego, 

Ha,  Lab  miary odkształcenia  rodziny włókien A, 
A  A 

щ  wektor  przemieszczenia  czą stki  oś rodka  włóknistego, 
Vi  pseudowektor  obrotu  czą stki  oś rodka  włóknistego, 

Vat, *ai  miary małego  odkształcenia  oś rodka, 
Rtjt Qih &U  macierze  sztywnoś ci  rodziny włókien A, 
А  д  A 

U i, Vi  przemieszczenia i obroty  wę złów  rusztu, 
щ ,  Hi  siły  i momenty  przekrojowe w prę tach  rusztu, 
a  A 

^i,C>Ti  miary  globalnego  odkształcenia  prę tów  rusztu, 
. 1  A 

Stu, St ti,  macierze  sztywnoś ci  prę tów  rusztu. 
A  d  A 

3. Podstawowe definicje i poję cia pierwotne 

D . l .  Powierzchniowym  oś rodkiem  włóknistym  nazywać  bę dziemy  dwuwymiarową  roz­
maitość  róż niczkowalną  S  (GOETZ  [6])  czą stek  materialnych  r\  z zadanymi na niej N  ro­
dzinami przebiegów u (A =  1, 2, ... N), posiadają cą  w każ dej  chwili t realizację  w postaci 

A 

powierzchni zwyczajnej s, odpowiedniej klasy. 
Wprowadź my  w  rozmaitoś ci  S  lokalne  współrzę dne  {rj'}  (a =  1, 2) i  nazwijmy je 

współrzę dnymi  materialnymi.  Powierzchnię  s, zadawać  bę dziemy  równaniami 

(3.1)  x, =  xt(rj, i),  (i =  1, 2, 3), 

gdzie  {xt}  jest  układem  współrzę dnych  kartezjań skich  zwanym  dalej  układem  współ­
rzę dnych  przestrzennych. 
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D .  2. Konfiguracją  aktualną  powierzchniowego  oś rodka  włóknistego  nazywać  bę dziemy 
powierzchnię  s,  wraz  z  okreś lonymi  na  niej  odpowiednio  regularnymi  polami  trzech 
wektorów 

(3.2)  yai  =  yat(r), r),  (a =  1, 2, 3) 

tworzą cych  w każ dym  punkcie  i w każ dej  chwili  ortonormalny  układ  odniesienia,  tzn. 

(3.3)  у „,У ы =  dab,  yaiyaJ  =  <5,7. 

Wektory yai  nazywać  bę dziemy  wektorami  kierunkowymi. 
D .  3. Ruchem  powierzchniowego  oś rodka  włóknistego  nazywać  bę dziemy  jednopara­
metrową  rodzinę konfiguracji  aktualnych; parametrem tej  rodziny  jest czas. Ruch  oś rodka 
opisany jest  równaniami  (3.1)  i  (3.2). 

D .  4. Konfiguracją  odniesienia powierzchniowego oś rodka  włóknistego  nazywać  bę dziemy 
jedną  z konfiguracji  aktualnych. 

Powierzchnię s, w konfiguracji  odniesienia  zadamy  równaniami 

3.4)  xt  = 

i  bę dziemy  ją  oznaczać  literą  S,  natomiast  wartoś ci  wektorów  kierunkowych  w  konfi­
guracji  odniesienia  oznaczymy  Yai(rj).   Współrzę dne  materialne  {rj*}  w konfiguracji  od­
niesienia  traktować  bę dziemy jako układ  współrzę dnych  Gaussa powierzchni S i  nazywać  
bę dziemy  układem  współrzę dnych  materialnych. 

Z  przedstawionej  definicji  ruchu  oś rodka  (D .3) wynika,  że każ da  czą stka  materialna 
rj posiada  sześć  stopni  swobody.  Trzy  z nich  odpowiadają  przemieszczeniu  czą stki, na­
tomiast  pozostałe  trzy  odpowiadają  obrotom  czą stki.  Ciała  dwuwymiarowe,  których 
konfigurację  opisuje  się za pomocą  wektorów  kierunkowych  są nazywane powierzchniami 
zorientowanymi.  Po raz pierwszy  teorię  powierzchni  zorientowanej  rozpatrywali  bracia 
E .  i  F.  COSSERAT  [4], a  ostatnio  ERICKSEN  i  TRUESDELL  [5],  TRUESDELL  i  TOUPIN  [14], 

GREEN,  N A G H DI  i  WAINRIGHT  [8] oraz  COHEN  i  DESILVA  [3]. Powierzchniowy  oś rodek 
włóknisty  jest  przypadkiem  szczególnym  powierzchni  zorientowanej.  Jedyna  róż nica 
polega na tym,  że oś rodek  włóknisty jest wyposaż ony  w TY rodzin  przebiegów,  opisują cych 
tzw.  wewnę trzną  strukturę  oś rodka. 

D .  5. O dwóch  ruchach 

(3.5)  Xt = Xi(rj, i),  yai  =  ye,(r), t) 
oraz 

(3.6)  Xi = xf(r], t* ),  yai  =  у *{П,  t* ) 

bę dziemy  mówili,  że  róż nią  się o ruch sztywny, gdy  spełniają  zwią zki 
** (»?> '* ) ­  QiAt)xj(r),  t)+at(t), 

(3.7)  yfa,  t* ) =  Qij(t)yaj(r,, t), 

t*  =  t+b, 

gdzie Q,j jest tensorem ortogonalnym właś ciwym,  tzn. 

(3.8)  QijQkj =  d,k,  d e t gy = l , 

щ jest wektorem, natomiast b jest skalarem. 
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Dotychczasowe  rozważ ania  dotyczyły  wyłą cznie  geometrycznych  aspektów  teorii 
oś rodka  włóknistego.  W  dalszym  cią gu  do  opisu  właś ciwoś ci  mechanicznych  oś rodka 
bę dziemy  uż ywali  nastę pują cych  pojęć  pierwotnych1): 
P .l   gę stoś ci  energii wewnę trznej  e, 
P.2  gę stoś ci  sił przekrojowych  pit 

P.3  gę stoś ci momentów  przekrojowych  w y , 
P.4  gę stoś ci  sił zewnę trznych  f it 

P.5  gę stość momentów  zewnę trznych  htJ. 
O  wymienionych  powyż ej  wielkoś ciach  mechanicznych  bę dziemy  zakładali,  że  są  od­

powiednio  regularnymi  polami.  Bę dziemy  mówili,  że pola  sił  i momentów  przekrojowych 
okreś lają  stan naprę ż enia  oś rodka. 

W  dalszych  rozważ aniach  uż ywać  bę dziemy  wyłą cznie  opisu  mateiiałowego,  tzn. 
przyjmiemy,  że  wszystkie  gę stoś ci  odniesione  są  do  jednostki  powierzchni  lub  jednostki 
długoś ci  w  konfiguracji  odniesienia,  a  wszystkie pola  zależą  wyłą cznie  od  współrzę dnych 
materialnych  {rf}.   Przyjmiemy  również,  że  wszystkie  składowe  oznaczone  małymi  lite­
rami  alfabetu  greckiego  są  odniesione  do  bazy  naturalnej  układu  współrzę dnych  ma­
terialnych. 

4.  Wewnę trzna struktur a powierzchniowego oś rodka  włóknistego 

Z  definicji  oś rodka  (D.l)  wynika,  że N  zadanych  rodzin  przebiegów  u  posiada w  każ­
л  

dej  chwili  t  realizację  w  postaci  N  rodzin  krzywych,  które  nazwiemy  włóknami.  Siatkę  
utworzoną  z N  rodzin  krzywych  oznaczymy literą  %ftN. Przyjmiemy,  że przez każ dą  czą stkę  
r) przechodzi  dokładnie  po  jednej  krzywej  z  każ dej  rodziny.  Równanie  rodziny  krzywych 
Л napiszemy w postaci  uwikłanej: 
(4.1)  u(r)x) =  const. 

л  

W  płaszczyź nie  stycznej  w danym punkcie do  powierzchni  S  wyróż nimy  dwa  wektory 

jednostkowe  t i t ,  przy  czym  niech  pierwszy  z  nich  bę dzie  styczny,  a  drugi  normalny 
A  A 

do  krzywej  u =  const  (rys.  1).  Wektory  te  spełniają  zwią zki 

12 

')  W  dalszych  rozważ aniach  nie  bę dziemy  uż ywać  ż adnych  pojęć  dynamicznych,  takich jak  pę d,  kręt 
czy  energia kinetyczna. 
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O siatce Ш 3  złoż onej  z trzech rodzin  krzywych  bę dziemy  mówili, że jest siatką  sześ cio­
ką tną,  gdy  w każ dym płacie prostym bę dą cym  czę ś cią  powierzchni  S daje się  odwzorować  
topologicznie na  siatkę  

(4.4)  u(x,  y)  =  Re[(x+/y)exp(­c>)],  L  =  (A  =  1, 2,  3) 

złoż oną  z  trzech  rodzin  prostych  równoległych  (rys.  2). 

4i t  1 
•  

i  * 

Rys.  2 

5. Podstawowe założ enia teorii powierzchniowego oś rodka  włóknistego 

Z . l .  W danym punkcie gę stoś ci  sił  i momentów  przekrojowych  zależą  wyłą cznie  od  orien­
tacji  przekroju,  przy  pomocy  którego  zostały  uzewnę trznione,  tzn.  w  danym  punkcie 
zachodzi 

(5.1)  Pi  =  Pi(n),  mu  =  т .­Д п ), 

gdzie n jest  jednostkowym  wektorem  leż ą cym  w płaszczyź nie  stycznej  w  tym  punkcie  do 
powierzchni  S  i  zewnę trznie  normalnym  w  tym  punkcie  do  lini i  przekrojowej. 
Z.2. Wszystkie  wprowadzone dotychczas wielkoś ci  mechaniczne  (P.1­P.5)  są  addytywne 
wzglę dem  poszczególnych  rodzin  włókien,  tzn.  moż na  jednoznacznie  wyróż nić  tą  czę ść  
danej  wielkoś ci  mechanicznej,  która  przypada  na  daną  rodzinę  włókien. 

Dla  energii  wewnę trznej  bę dzie  zatem  zachodził  rozkład 

N 

(5.2)  e  =  2s> 
Л 1 = 31 

gdzie e jest gę stoś cią  energii  wewnę trznej  rodziny  włókien  u. Zwią zki  analogiczne do  (5.2) 
л  л  

zachodzą  dla  pozostałych  wielkoś ci  mechanicznych. 
Z.3.  Bezpoś rednie  oddziaływania  mechaniczne są siednich  włókien  danej  rodziny  są  równe 

zeru,  tzn. 

(5.3)  pt(t)  =  0,  my(t)  =  0. 
Л  Л  А Л  

Dalsze  założ enia  dotyczyć  bę dą  wyłą cznie  sprę ż ystego  oś rodka  włóknistego  znajdują­
cego się w stanie równowagi. 
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Z.4. W każ dym  stanie  równowagi  sprę ż ystego  powierzchniowego  oś rodka  włóknistego 
energia wewnę trzna  spełnia  równanie 

(5.4)  e =  ę (x,­,a; yai;  yaU;  rj), 
Л  A 

gdzie e jest tzw.  potencjałem  sprę ż ystoś ci  rodziny. 
л  

Z.5.  Potencjał  sprę ż ystoś ci  jest  wielkoś cią  materialnie  obiektywną,  tzn.  jest  niezmienni­
kiem  grupy  przekształceń  

(5.5)  Xi ­> QvXj+ai,  yai  QijyaJ, 

gdzie  Qjj  oraz o, spełniają  założ enie  wymienione w definicji  ruchu  sztywnego  (D.5). 
Z.6. W stanie  równowagi  sprę ż ystego  powierzchniowego  oś rodka  włóknistego  spełniona 
jest zasada prac przygotowanych  przyję ta  w nastę pują cej  postaci: 

(5.6)  djedS  =  / ( ^а х( +лу Л (о ^ ) ^+ / ^ ^+ ' ! ?у > ' « ' ^ )̂  
a  a  A  do 

gdzie a jest  dowolną  czę ś cią  powierzchni  S, natomiast  da jest  brzegiem tej czę ś ci. 

6. Podstawowe równania statyki sprę ż ystego powierzchniowego oś rodka włóknistego 

T . l .  Równania  Eulera  dla problemu  wariacyjnego  (5.6)  mają  postać  

(6.1) 

oraz 

de 

de  \   de 
У Ы а^^Р '+д х ^Х Л'+Ь +Ъ'Л  = 0  dla TJ e a 

de  de 
(6.2)  Pi(n)  =  и. ^ г т ­,  m,j(n) =  w.yatja,,  ^  ,  dla  rj e  da, 

л  о х1г Я  л  0У\ я\цЛ  

gdzie oznaczono 

'(6'3)  fr­Av^hfev 
Dowód  powyż szego  twierdzenia przeprowadza się, korzystając  ze  znanych  reguł  rachunku 
wariacyjnego. 

Równania  (6.1)  i (6.2)  są podstawowymi równaniami  statyki sprę ż ystego powierzchnio­
wego  oś rodka  włóknistego.  Równania  (6.1) nazwiemy  równaniami  równowagi,  nato­
miast  równania  (6.2)  nazwiemy warunkami  brzegowymi. 
D.6.  Obiektem  naprę ż eń  P't i  obiektem  naprę ż eń  momentowych  M'j  nazywać  bę dziemy 
wielkoś ci  sił i momentów  przekrojowych  uzewnę trznionych  przekrojami  poprowadzonymi 
wzdłuż  lini i  parametrycznych  układu  współrzę dnych  materialnych, tzn. 

PS •  V ^ V » i ( « ' ( 0 ~I / 2 ) . 
(6.4)  a — nie sumowane 

М Г ц = \ /a™mij(b
a(aaa)­1< 2), 
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gdzie  aa&  jest  tensorem  metrycznym  powierzchni  S,  natomiast  a a jest  bazą  wzajemną  
układu  współrzę dnych  materialnych. 

Korzystając  z założ enia  o addytywnoś ci  wielkoś ci  mechanicznych  (2.1) moż na  wpro­
wadzić  poję cia  obiektu  naprę ż eń  P' t  i  obiektu  naprę ż eń  momentowych  A/",­ w rodzinie 

włókien  A.  Wzory  definiują ce  te  poję cia  bę dą  podobne  do wzorów  (6.4). 
T.2.  Obiekty  naprę ż eń  i  naprę ż eń  momentowych  w  rodzinie  włókien  są odpowiednimi 
pochodnymi  potencjału  sprę ż ystoś ci 

3e  d e 

а  zatem są tensorami. 
Aby  wykazać  powyż sze  stwierdzenie  wystarczy  do wzorów  (6.4)  podstawić  warunki 

brzegowe  (6.2),  a  nastę pnie  sprawdzić,  że prawe  strony  zwią zków  (6.5) są  rzeczywiś cie 
tensorami. 

Podstawiając  (6.5) do (6.1) i  (6.2)  otrzymujemy 

(6.6)  Р 5 1 . + /,  =  0,  M' tJ\ a+P̂ tx^  +hij+K[tn  =  0. 

oraz 
(6.7)  Pi(n) =  Л . И,  my(n)  =  na M%. 

л  A A  А  

Równania  (6.5)­(6.7)  są inną  postacią  podstawowego  układu  równań  (6.1) i  (6.2). 

7. Konsekwencje istnienia wewnę trznej   struktur y oś rodka 

T.3. Z założ enia  o nieoddziaływaniu  są siednich  włókien  (Z.2) wynika,  że potencjał  sprę­
ż ystoś ci  e daje  się przedstawić w postaci 

A 

de' 
(7.1)  e =  e'tixr,  y,i\  Sy.Ą  yai\ rj),  —^~У \а\п  =  °» 

л  л  л  A A  8(8уа 1д  

gdzie д  oznacza  operator  róż niczkowy  pochodnej  absolutnej  w kierunku  t 
A  A 

(7.2)  =  j « ( . ) |e . 

D o w ó d.  Zauważ my, że oznaczając 

(7.3)  f ( . ) =  W . ) |. 

mamy  toż samość  

(7.4)  (.)|.  = ] в|(.)+].|(.). 

Korzystając  z  niej  moż emy — bez  umniejszania  ogólnoś ci  rozważ ań — przedstawić  po­
tencjał  sprę ż ystoś ci w nastę pują cej  postaci 

(7.5)  e =  e'(8x,; 8xt; yai;  8yai; 8yai; rj). 
Л  Л  А  Л  Л  Л  

Nastę pnie  podstawiając  do równań  (5.3) kolejno  zwią zki  (6.2) i  (7.5) otrzymujemy 
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de'  de' 

d(dx,)  3(Bytt[i) 
А  л  

co  koń czy  dowód. 
Ze  zwią zków  (7.1) i (6.5) łatwo  wynika 

(7.7)  РЛ =  М Ь ­Г М ц . 

gdzie oznaczono 
Se'  _  de' 

(7.8)  Pt  =   a .  ,  M ( , =  Tor j­575  г • 

а  A 

T.4.  Wielkoś ci  Pt  i  M y są gę stoś ciami  sił i  momentów  przekrojowych  w  rodzinie włó­
.1  j 

kien  Л  uzewnę trznionymi  przekrojem  normalnym w danym  punkcie do włókna  w,  tzn. 
A 

Aby  wykazać  powyż sze  stwierdzenie  należy  do  warunków  brzegowych  (6.7) podstawić  
zwią zki  (7.7), a nastę pnie położ yć n =  t. 

A 

Korzystając  ze zwią zków  (7.7) i  (4.2)  moż na  równania  równowagi  (6.6)  przekształcić  
do  postaci 

(7.10)  WMVi  =  °>  £ ( 4 ¥ У ) +№ 2* Л +* У +* М)  =  °> 

gdzie 

(7.П)  X =  ( Л в и / , Г 1 ' 2 . 
J  A 

Interpretację  geometryczną  wielkoś ci X otrzymamy  rozpatrując  róż niczkę  zupełną  funkcji 
A 

A 

(7.12)  du =  u„dr}* . 

Jeż eli przyjmiemy, że wektor drf­ jest prostopadły do krzywej u, a zatem kolinearny z wek­
A 

torem  w(flt,  wówczas  iloczyn skalarny wektorów drf i t/i0C równa  się iloczynowi  ich długoś ci 
А  A' 

(7.13)  du=  ±\u­\ \drf\ . 
A  'A 

Al e 

(7.14)  | «J =  (a"YM?.v)1 /2 =  r > 

przeto 
(7.15)  \drf\  =  ±Xdu. 

A  A 

Wielkość  X jest  zatem  miarą  odległoś ci  mię dzy  krzywymi  u =  const  i  u+du =  const. 

Interpretacja geometryczna  wielkoś ci  A upoważ nia nas do nazwania równań  (7.10)  równa­
li 

niami  równowagi  włókna Л . 
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8. Materialna obiektywność  

Założ enie  Z.5  ż ą da,  aby  potencjał  sprę ż ystoś ci  spełniał  równanie  funkcyjne 

(8.1)  e(*.­,a; у * ', У а 1Л; v) =  e(QtjxJa;  QijyaJ;  0.ц уа)Л\   v)> 

gdzie Qij  jest dowolnym tensorem ortogonalnym  właś ciwym. 
T.5. Ogólne  rozwią zanie  równania  (8.1)  ma  postać  

(8.2)  e = f(G„;  K̂ ;  v), 
A  A 

gdzie 

(8.3)  Gaa = yaixiia,  Kaab =  yaiybi,a 

są  tzw.  miarami odkształcenia  oś rodka  włóknistego. 
D o w ó d.  Bez umniejszania  ogólnoś ci  rozważ ań  moż emy  przyją ć,  że  numeracja  wekto­
rów kierunkowych yai  jest taka,  że 
(8.4)  d e t ^ = l. 

Zatem w równaniu  (8.1)  moż na  położ yć  

(8.5)  Q,j =  diayaJy 

co  nam  daje 
(8.6)  6 =  e(du,G„;  8ia; 6ibKaab;  tj). 

A  A 

Ponieważ  macierz  jednostkowa  dla  nie  jest  zmienną  niezależ ną,  zatem  postać  (8.6)  jest 
równoważ na  postaci  (8.2), co  koń czy  dowód. 

Zauważ my,  że z równania  (8.2)  wynika 

(8.7)  Kvn  = 0. 

Równania  równowagi  (6.6)  moż na  zatem  przedstawić  w postaci 

(8.8)  Р 51.+/, = 0,  М й |а + Р ? , хл , в + Л у  = 0. 

Podstawiając  równanie  (8.2)  do  (6.5)  otrzymujemy 

(8.9)  Л ­ ­̂  Ч ^ Ж ^ У ^' 

Т. 6. Z założ eń o nieoddziaływaniu  są siednich  włókien  (Z.3)  i o materialnej  obiektywnoś ci 
potencjału  sprę ż ystoś ci  (Z.5)  wynika 

(8.Ю)  e' =  е "'Ша;  Lab; rj), 
A  A A A 

gdzie 
(8.П)  Ha = У ы д х , =  f Gaa,  Lab  = yaidybi  =  Г Кл Л  

A A A  A  A A 

są  tzw.  miarami  odkształcenia  rodziny  włókien A. 
D o w ó d.  Zasada  materialnej  obiektywnoś ci  ż ą da,  aby  postać  (7.1)  potencjału  sprę ż ys­
toś ci,  wynikają ca  z  założ enia  nieoddziaływań  są siednich  włókien,  była  rozwią zaniem 
równania  funkcyjnego 

(8.12)  e'(dxi; yai;  8ytti ;d yai;  TJ) =  f(QtĄxj!  й �У а "> QiAy* > QtĄ y«j '> v) •  
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Dalsze  rozumowanie  analogiczne  do  zastosowanego  przy  dowodzeniu  twierdzenia 
T.5  prowadzi nas do zwią zku 

(8.13)  e' =  e'"(#„;  Lab;  yjybi;  rj). 
A  A  A  A  A 

Korzystając  ze zwią zku  (7.1)2  moż na  wykazać, że 

de'" 
(8.14)  — —  = 0, 

д (уаА У ы ) 
A 

co koń czy  dowód. 
Podstawiając  równanie  (8.10) do zwią zków  (7.8) otrzymujemy 

de'"  _  de'" 
(8.15)  p 

A  A 

Dokonując  operacji  sumowania  na równaniach  (8.8),  (8.9),  (8.10)  i  (6.7) dostajemy ko­
lejno : równania  równowagi 

(8.16)  P%+f,  =  0,  М Ъ \а+Р Ъ хЛ„   +hu  = 0, 

równania  konstytutywne 

(8.17) 
de  de 

P" = ­^r­yai  >  Щ } = ~^7—У а 1У ы , ć (r„  о Кы Ь  

oraz warunki  brzegowe 

(8.18)  Pi = naP
a„   mu  =  naM?iJ. 

9. Opis dualny 

Zauważ my,  że wielkoś ci  my, M%, My  są  tensorami  antysymetrycznymi  wzglę dem 

wskaź ników  ii. Wielkoś ci  Кы Ь  i Lab  są antysymetryczne  wzglę dem  wskaź ników  ab. Każ dą  
A 

taką  wielkość  moż na  jednoznacznie  przedstawić  za pomocą  odpowiednich  pseudowek­
torów  lub  pseudotensorów1).  Takie  przedstawienie  bę dziemy  nazywać  reprezentacją  
dualną  i  wyróż niać  za  pomocą  gwiazdki.  Dla tensora  naprę ż eń  M*j  mamy 

(9.1)  2 * ' A .  M%=­M?tiem, 

gdzie M% jest pseudotensorem  naprę ż eń  momentowych. 
Wprowadzając  do  opisu  reprezentacje  dualne  moż na  otrzymać  nastę pują cą  postać  

równań  statyki  sprę ż ystego  powierzchniowego  oś rodka  włóknistego: 
równania  równowagi 

(9.2)  О Д ­/1­О ,  M%\a­eiJkP* iXja+hk  = 0, 

') Pseudotensorem nazywamy tutaj  gę stość  tensorową  Weyla о wadze zero  (GOŁĄ B [7]). 
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równania  geometryczne 

(9.3)  Ha  =  У т С >х > =  / a G a e ,  L  =  ­eabcyai8ybi  =  г к \с, 
A A A  A  A A 

równania  konstytutywne 

^A  A A 

(9.4) 

pa  _
  8 e

  v  M« _  9
  8 e

  v 

^"a o  я л: 
" " и  

warunki brzegowe 

(9.5)  /»; =  паР Ъ  mk =  и .А /5. 

Zwią zki  (8.13) przyjmują  postać  

8fv  ,  8elv 

(9.6)  £  =  ­ § н ;У а 1'  }Afk  =  2 ~ i r y ' k ' 

A 

natomiast  dla  równań  równowagi  włókna  u  (7.10)  mamy 
л  

(9.7)
  dSW+W =  ° '  2 С ^ ~ ^ * ? | ^ +Л  = °­

10. Teoria liniowa 

W  przypadku małych  obrotów  czą stek  oś rodka  moż emy  równania  (3.1)  i  (3.2) przed­
stawić w postaci 

(10.1)  X,(T],  t) =  В Д +HiO,,  t),  yai(r), t) =  Y.j(rj)[dtJ­eUkvk(ri,  t)] 

gdzie  Ui jest  polem  wektora  przemieszczenia,  natomiast  vt  jest  polem  pseudowektora 
małego  obrotu.  Proces  linearyzacji równań  (9.2)­(9.7)  przeprowadzimy w oparciu o  za­
łoż enie 

(10.2)  K («)l <  1,  l»yl  <  1. 

Odpowiednie  równania  teorii  liniowej  mają  nastę pują cą  postać:  równania  równowagi 

(10.3)  n\*+ft =  0.  Ml\«­e,jkP*iXj,a+hk  = 0; 

równania  konstytutywne 

A  A 

(Ю .4)  ^ ­ ^ ­ J E f ^ ^ y ­
л  
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równania  geometryczne 

(Ю .5)  yai  =  uiia+eiJkvkXJta,  xai  =  viA  ; 

warunki brzegowe 

(Ю .6)  P i  =  neP't,  m, =  п Жи  

w  której  tensory Ri},  QtJ,  są miarami sztywnoś ci  rodziny włókien A. 
А  й  A 

Zachodzą  również  zwią zki 

(10.6)  Kee  S  ­eabeYaiYb^+2Yelv,,t,  GM^YaiXt^Ą ­YttlVai 

oraz odwrotne do nich 

^  1 .  1 
xai =  ~7rK(zaYai  7CeiJkYa}YaKtal, 

(10.7)  1  Ł 

v  . ~  G  Y  У  
fai  — wata * ai  л1,аг  

Zlinearyzowane  równania  (9.6) przyjmują  postać  

(10.8) 

natomiast  dla zlinearyzowanych  równań  równowagi  włókna  u otrzymujemy 

Л  
(Ю .9)  =  o,  д а ш ­eMdXj+xL  = o. 

AAA  А д  AAA  AAA  AA 

Równania  (10.3)—(10.5)  stanowią  podstawowy  układ  równań  liniowej  teorii  sprę ż ys­
tego  powierzchniowego oś rodka  włóknistego.  Jest  to układ  równań  róż niczkowych  linio­
wych  dwunastego  rzę du.  Znając  rozwią zanie  układu  równań  (10.3)—(10.5)  spełniają ce 
odpowiednie  warunki brzegowe  [np. naprę ż eniowe  warunki brzegowe  (10.6)]  moż na za 
pomocą  wzorów  (10.8)  ustalić  napię cia  w poszczególnych  włóknach  oś rodka. Twierdze­
nie  o jednoznacznoś ci  rozwią zań  tego  układu  równań  zostało udowodnione w pracy auto­
ra [1]. 

11.  Oś rodek włóknisty jako model powierzchniowego dź wigara rusztowego 

Powierzchniowym  dź wigarem  rusztowym  nazywać  bę dziemy  tutaj  układ  prę towy 
o sztywnych wę złach  spełniają cych  nastę pują ce  założ enia: 
Z.7. Osie wszystkich  prę tów  leżą  na odpowiednio regularnej  powierzchni S  zwanej  dalej 
powierzchnią  ś rodkową. 
Z.8. Siatka dyskretna utworzona z osi prę tów, zawarta w każ dym  płacie prostym bę dą cym 
czę ś cią  powierzchni S  daje  się odwzorować  topologicznie na  siatkę  
(11.1)  Re[(*+iFy)exp(­/9>)] = ne,  (л =  0, ± 1 , ± 2 ,  ...), 

J 

(e =  const),  [<p =  с у | ~ рА  (4 =  1,2) 
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lub na siatkę  

(11.2)  Re[*+O0exp(­c>)] =  ne,  (n = 0, ± 1 ,  ± 2 , ...), 

(s =  const),  |c> =  9?0+^ZJJ ,  Cd =  1,2,3). 

W  wymienionych  wyż ej  dwóch  przypadkach  bę dziemy  mówili,  że ruszt  składa się  
z  dwóch  lub trzech  rodzin  prę tów.  Odległość  mię dzy  osiami  są siednich  prę tów  danej 
rodziny  oznaczymy  literą  /  natomiast  długość  odcinka  prę ta  wyznaczonego  dwoma 

A 

kolejnymi  wę złami  oznaczymy literą  /. 
A 

Z.9.  Ruszt  jest  gę sty,  tzn.  wymiary  / i  / są znacznie  mniejsze  zarówno  od wymiarów 
A  A 

charakteryzują cych  krzywiznę  poszczególnych  włókien  jak i  od wymiarów  globalnych 
powierzchni S. 

Założ enie powyż sze pozwala nam  traktować prę ty rusztu jako w przybliż eniu — prosto­
liniowe. 
Z.10.  Każ dy  z prę tów  znajduje  się w stanie równowagi  statecznej. 
Z . l l .  Zmiany  charakterystyk  geometrycznych  przekrojów  poprzecznych  prę tów  rusztu 
są  pomijalnie  małe. 
Z.12.  Prę ty  rusztu  są na  tyle  smukłe,  aby moż na  było  stosować  wzory  wytrzymałoś ci 
materiałów. 

Założ enia  Z.7­Z.12  pozwalają  nam  rozpatrywać  poszczególne  prę ty  rusztu jako  prę ty 
pryzmatyczne.  Korzystając  ze wzorów  wytrzymałoś ci  materiałów  słusznych  dla prę tów 
pryzmatycznych,  obcią ż onych  jedynie  na swych  koń cach,  nietrudno  udowodnić  nastę­
pują ce  spostrzeż enia: 
5.1.  Wartoś ci  sił i momentów  przekrojowych  wystę pują cych  w połowie  rozpię toś ci  prę ta 
są  równe  ś rednim  dla danego prę ta  wartoś ciom  sił i momentów  przekrojowych. 

Wartoś ci  ś rednich  sił  i momentów  przekrojowych  bę dziemy  oznaczać  literami  TZ i fi ­
D  A 

5.2.  Wartoś ci  ś rednich  sił т г,  i  momentów  przekrojowych  u. wyznaczają  jednoznacznie 
A  A 

stan  naprę ż enia  danego prę ta. 
5.3. Przemieszczenia koń ców prę ta U ' i U " oraz ich obroty V i V " wyznaczają  stan naprę­
ż enia  prę ta, a w szczególnoś ci  ś rednie  wartoś ci  sił i momentów  przekrojowych  oraz  ś red­
nią  wartość  energii  sprę ż ystej.  W  układzie  odniesienia  D a  (a =  I, II ,  III )  wyznaczo­

Л  

nym  wektorem  stycznym  t  oraz  głównymi  centralnymi  kierunkami  bezwładnoś ci  prze­

kroju  prę ta  rodziny A,  odpowiednie  zwią zki  mają  postać  
n  12EJ„ 

(П .З) 

FA  J—  •  p ­ \  /  2  * 
A  A  \  A  I 

П ¥ А »  lи 'и г ­U'm  ,  Vn +  V'u\ 
P  \  I   +  2  )* 
d  \  A  I 

V"   V'  V"—  V 

А  Л Л  l  А  а й  I 

X  Mechanika  teoretyczna 
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У 'т ­У щ  
l 

£ r  2 А Щ — г)  —)  + 
A 

\2EJn 

w której  £  i G są  modułami  Yunga  i sztywnoś ci  postaciowej,  G./jest  sztywnoś cią  skrę tną, 
A A  ^  ^ 

7 n  i  У П 1  są  głównymi  centralnymi  momentami  bezwładnoś ci  przekroju  prę ta. 
A  A 

Równania  (11.3) moż na  zapisać  w bardziej zwartej postaci 

(11.4) 

7l„   = 
A 

dĘic 

A 
— &ab^f  6 > 

A  A 

gdzie 

(11.5) 

EF, 
A  A 

0,  0, 

ś tab  =  0,  \2EJinl­\  0, 
AA  A 

0,  0,  \2EJul 
A A A 

GJlt  0,  0 
A A 

^  = 
A 

0,  Ę J„,  0 
.1  1 

o,  0,  EJm 

A A 

są macierzami  sztywnoś ci  prę ta  rodziny  A,  natomiast 

U"­U'n ,  У 1' +  У ь  
(11.6) 

V  — V 
•Я  a  = 

l 

są  miarami globalnego odkształcenia  prę ta  rodziny  A. 
Uogólniając  spostrzeż enie  S.3  na  przypadek  prę tów  niepryzmatycznych  otrzymujemy 

nastę pują ce  twierdzenie: 
T.7.  Wartoś ci  ś rednich  sił  i  momentów  przekrojowych  są  odpowiednimi  pochodnymi 
ś redniej  energii  sprę ż ystej,  tj. 

(П .7) 

E*  =  ^M^M^uftfh 
8Eir 
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8Etl 

D o w ó d.  Z założ enia  Z. 10  wynika,  że globalna  deformacja  prę ta  dana  wektorami 

W­ul  К +П  <r   VY­VI 
(11.8)  f i =  j—+eiJktr­1—,  Xt  =  —, 

А  A 

gdzie  / jest  odległoś cią  koń cуw  prę ta,  а  /(jest  jednostkowym  wektorem  wyznaczają cym 
~  А  A 

kierunek  prostej  łą czą cej  koń ce  prę ta,  jednoznacznie  okreś la  wartoś ci  sił i  momentуw 
przekrojowych na koń cach  prę ta. A zatem zachodzi 

(11.9) 

А  Л  Л  &   Й  А  Л  Л  Л  A 

gdzie 0t", Ж , 3.", u', 1",  St", У ", 9"  są  macierzami  sztywnoś ci  prę ta.  Zwią zki  (11.9) 
Л  Л  Л  Л  А  А  Л  Л  

są  wzorami  transformacyjnymi  znanymi  z mechaniki  budowli.  Z warunkуw  rуwnowagi 
rozpatrywanego  prę ta 

(11.10)  щ — я!  =  0,  p"— (t'i+eij k(X'j'n k'— Xjn' k) — 0 
A A  A A  A A 

wynika,  że wzory  transformacyjne  (11.9)  moż na  przedstawić w postaci 

=  7« ­  M i + J » f " 

(11.11)  /ц" =  (fj­y^j)fj+(^j­

J 

gdzie  oznaczono 

(11.12)  = Л "  =  = 5" = J ', J =  =  h&"'+#"). 
Л   Й  Л  А  А  А  А  2  д  д  A  Z  А  А  

Z  twierdzenia  Rayleigha  о wzajemnoś ci  reakcji  wynika 

(11.13)  #y = $j«,  Ь ц = &ц ,  ?is­C»­
A A  A A 

Zasada zachowania energii dla  prę ta daje  nam 

(11­14) 

E =  | ( яГ Ul'­щ   Uł'+tf   Vl'­H'i   V'd = 
A  J.  А  А  д  д  

8« 
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Dzieląc  obie  strony  równania  (11.14)  przez  rozpię tość  prę ta  /  otrzymujemy  zwią zek 
л  

(11.7).  Aby wskazać  pozostałe  dwa  wystarczy  sprawdzić,  że  zachodzą  o  ile przyjmiemy 

(11.15)  щ  =  ~{3ii­\­n'i),  Hi = \­(Mi'+ju'i)­
Л  2.  А  А  д  1 

Nietrudno  zauważ yć,  że  ś rednia  wartość  momentu  przekrojowego  jest  momentem  prze­
krojowym  wystę pują cym  w  przekroju  płaszczyzną  symetrii  odcinka  o  współrzę dnych 
(Xl')   i  (A"), liczonym  wzglę dem  ś ladu  tego  odcinka na  tej  płaszczyź nie.  Wektory  я,  i  /л , 

Л  A 

są  zatem  zaczepione  w  punkcie  o  współrzę dnych  +Л 7). 
Rozpatrzmy  równowagę  dwóch  prę tów  danej  rodziny  spotykają cych  się  w  wę ź le  W 

(rys.  3).  Jeż eli  przyjmiemy,  że obcią ż enie  przypadają ce  na  wę zeł  W dane jest  za  pomocą  

Rys. 3 

wektora  siły  cp i wektora  momentu  X to  warunki  równowagi  tych  prę tów  moż na  zapisać  
A  d 

w postaci 
т с2 —г с'+Ф  =  0 

A  A  J 
(11.16) 

2(u?­u})+  ( X 2 ­ X ' ) x  (Tt 2+7r1)+(X 2+X 1)X <rf—K l)+2X  =  0, 
A A  A A  A A A 

gdzie я2 ,  я1 ,  (л ,2, (i 1  są  ś rednimi  wartoś ciami  sił i  momentów  przekrojowych w tych  prę­
tach,  X 2 i X 1 są  współrzę dnymi  punktów  zaczepienia tych sił, natomiast  X 2 i X 1 są  równe 

(11.17)  X 2 =  X 2 ­ X W ,  X 1 =  X 1 ­ X W , 

gdzie X w są  współrzę dnymi  wę zła  W. Zauważ my,  że zachodzą  nierównoś ci 

(П .18)  | x2 +x ' |  <Ś  | X 2 — X 1 ! ,  I K 1 ­ * 2 !  < N'+n2!. 

Nietrudno  zauważ yć,  że  powierzchniowy  oś rodek  włóknisty  wykazuje  pewne  podo­
bień stwa  do  powierzchniowego  dź wigara  rusztowego  omówionego  w  niniejszym  roz­
dziale. Polom  opisują cym  oś rodek  włóknisty  odpowiadają  dyskretne  zbiory  liczb  podobnej 
natury  geometrycznej  opisują ce  dź wigar  rusztowy.  Równaniom  róż niczkowym  oś rodka 
włóknistego  odpowiadają  równania  róż nicowe  dź wigara  rusztowego.  Wyróż nimy  nastę­
pują ce  zasadnicze  podobień stwa  oś rodka  włóknistego  i  dź wigara  rusztowego: 
A . l .  Podobień stwo  geometryczne: 

1° Wewnę trznej  strukturze  powierzchniowego  oś rodka  włóknistego  odpowiada  struk­
tura  powierzchniowego  dź wigara  rusztowego. 
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2° Polom  wektora  przemieszczenia  ut  i  wektora  małego  obrotu  vt  czą stek  oś rodka 
włóknistego  odpowiadają  zbiory  przemieszczeń  Ut  i  obrotów  Vt  wę złów  dź wigara  ruszto­
wego. 

Wobec  powyż szego  porównanie  zwią zków  geometrycznych  (10.5)  i  (11.8)  wskazuje 
ż e: 

3° Miarom  małego  odkształcenia  oś rodka  włóknistego  fyxi  i t*x al odpowiadają  miary 
л  л  

globalnego  odkształcenia  prę tów  dź wigara  rusztowego  & t  i  Jf,. 
L  A A 

A.2.  Podobień stwo  statyczne: 
1° Zarówno  są siednie  włókna  oś rodka  włóknistego  jak  i  są siednie  prę ty  dź wigara 

rusztowego  nie oddziaływują  na siebie bezpoś rednio. 
2° Stan  naprę ż enia  włókien  oraz  prę tów  opisujemy  przy pomocy  wektorów  sił  i mo­

mentów.  Analogia  iloś ciowa ma  postać  
 ̂ *  ̂

(11.19)  lPi­Щ ,  lM,­ft t. 
V  '  AA  A  AA  j 

3° Obcią ż enie  oś rodka  włóknistego  oraz  dź wigara  rusztowego  opisujemy  przy pomocy 
wektorów  sił  i  momentów  zewnę trznych.  Analogia  iloś ciowa  ma  postać  

(П .20)  I / ' ­ r ^ M  h­Txi­
Ал  A  j   А Л  А  а  

4° Równania  równowagi  oś rodka  włóknistego  (10.9)  są  podobne  do  równań  równo­
wagi dź wigara  rusztowego  (11.16). 
A.3.  Podobień stwo  fizyczne: 

1° Jeż eli  wę zły  rusztu  są sztywne  to  moż na — podobnie jak w oś rodku  włóknistym — 
stwierdzić  jaka  czę ść  energii  wewnę trznej  przypada  na  poszczególną  rodzinę  prę tów. 

2° Równania  fizyczne  (10.4)  i  (10.8)  są  podobne  do  równań  (11.7). 
Analogie  iloś ciowe mają  postać  

le­ĘiT,  IRu­L 

(11.21) 
Л А  A  AA  '  A ' 

ЛА  A  AA  Л  

i 

Podobień stwa  A.1­A.3  wskazują  na  to,  że  powierzchniowy  oś rodek  włóknisty  jest 
pewnym  cią głym  modelem  powierzchniowego  dź wigara  rusztowego.  Niemniej  otwartym 
problemem  pozostaje  okreś lenie  warunków,  w  których  podobień stwo  wykazują  rozwią­
zania  równań  oś rodka  włóknistego  z  rozwią zaniami  równań  dź wigara  rusztowego.  Dla 
płaskich  zagadnień  kołowo  symetrycznych  problem  ten  był  rozpatrywany  w  pracy  K O ­
NIECZNEGO  [11].  Ogólnie  moż na  powiedzieć,  że podobień stwo  rozwią zań  zachodzi, o  ile 
obroty  i  przemieszczenia  są siednich  wę złów  rusztu  róż nią  się nieznacznie. 
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Р е з ю ме  

С Т А Т И КА  П О В Е Р Х Н О С Т Н ОЙ  В О Л О К Н И С Т ОЙ  С Р Е ДЫ  

В  р а б о те  р а с с м а т р и в а е т ся  с т а т и ч е с к ая  т е о р ия  п о в е р х н о с т н ой  в о л о к н и с т ой  с р е ды  с о с т о я щ ей  
из  N  ф а м и л ий  в о л о к о н.  Т е о р ия  п о с т р о е на  с  п о м о щ ью  о с н о в н ых  з а к о н ов  м е х а н и ки  с п л о ш н ой  
с р е д ы,  з а к о на  н е в о з д е й с т в ия  с о с е д н их  в о л о к он  и п р е д п о л о ж е н ии  об а д д и т и в н о с ти  м е х а н и ч е с к их  
в е л и ч и н,  по о т н о ш е н ию  к  о т д е л ь н ым  в о л о к н а м.  Р а с с м о т р е но  т а к же  п о д о б ие  п о в е р х н о с т н ой в о­
л о к н и с т ой  с р е ды  и  п о в е р х н о с т н ой  р е ш е т ч а т ой  о б о л о ч к и. 

^   S u m m a ry 

STATIC S  OF SURFACE  FIBROUS  MEDI A 

This paper  is concerned with the statical  theory of surface media composed of N families of fibres. 
The  theory is developed using fundamental  laws of continuum mechanics and  the principl e of nonreaction 
of  neighbouring fibres  together  with additivit y  requirement of mechanical  quantities with respect to the 
particular   families of fibres.  The problem of analogies between surface  fibrous  media and surface grate 
systems is also considered. 
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