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1. Wstep

W ostatnich latach mozna zaobserwowaé doé¢ gwaltowny rozwdj mechaniki ofrodkow
ciaglych, miedzy innymi mechaniki tzw. ciata typu Cosserat. Cialem typu Cosserat zwyklo
si¢ nazywaé o§rodek ciagly, w ktérym stan napr¢Zenia opisuje si¢ za pomoca niesymetrycz-
nego tensora napr¢Zenia, a nawet za pomoca tensoréw naprezen wyzszych rzedéw. Ten
kierunek badan zostal zapoczatkowany pracami braci E. i F. CosSERAT [4]. Najbardziej
reprezentatywnymi dla tego kierunku sa prace TOUPINA [12], [13], GREENA i RIVLINA
[9], [10], oraz ZAHORSKIEGO [17]. Szczegélowe omodwienie prac z tego zakresu, ktére
ukazaty si¢ do lipca 1966 r. zostalo zamieszczone w pracy BARANSKIEGO, WILMANSKIEGO
i WOZNIAKA [2].

Teorie dwuwymiarowych o$rodkéw ciaglych typu Cosserat byly rozpatrywane w pra-
cach E. i F. COSSERAT [4], ERICKSENA i TRUESDELLA [5], GREENA, NAGHDIEGO i WAIN-
RIGHTA [8] oraz COHENA i DESILVY [3]. Byly to pewne uogdlnienia teorii powlok obej-
mujace jako przypadek szczegdlny teori¢ Kirchhoffa-Love’a. W pracy [15], [16] WoZNiak
znalazt po raz pierwszy inzynierskie zastosowanie teorii dwuwymiarowego ofrodka typu
Cosserat, mianowicie wprowadzit tzw. powierzchniowy osrodek widknisty jako ciagly
model odpowiednio regularnego powierzchniowego dzwigara rusztowego. Powierzchnio-
wy oérodek widknisty jest w zasadzie dwuwymiarowym os$rodkiem typu Cosserat wy-
posazonym dodatkowo w wewnetrzna strukturg — odpowiednik siatki utworzonej z osi
dzwigara rusztowego — dana pewnym zbiorem rodzin krzywych.

Niniejsza praca jest w zasadzie streszczeniem rozprawy doktorskiej autora [1]. Zawiera
teorie ofrodka widknistego znajdujacego si¢ w stanie réwnowagi, zbudowana w oparciu
0 podstawowe zaloZenia mechaniki o§rodkéw ciaglych oraz o pewne dodatkowe po-
stulaty wynikajace z tego, ze powierzchniowy ofrodek wiéknisty ma byé modelem po-
wierzchniowego dZzwigara rusztowego. Szczegdlnie duzo uwagi poéwigcono wyjaénieniu
konsekwencji wprowadzenia wewngtrznej struktury oraz wyjasnieniu podobienistwa po-
wierzchniowego o$rodka widknistego do powierzchniowego dzwigara rusztowego.

2. Podstawowe oznaczenia

{x,} (i =1, 2,3) przestrzenny uklad wspétrzednych kartezjanskich,
S powierzchnia jaka tworzy powierzchniowy ofrodek w kon-
figuracji odniesienia,
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{n*} (@ =1,2) uklad wspdtrzgdnych materialnych powierzchni S,
(), a pochodna czastkowa wedlug wspétrzednej 7°,
() pochodna kowariantna wedlug wspodtrzednej #* w ukla-
dzie wspétrzednych materialnych,
4=1,2,3... N martwe wskazniki wyrdzniajace poszczegblne rodziny krzy-
wych,
Z(n“) = const rdwnanie rodziny widkien 4,

[ NP}

wektor jednostkowy normalny do widkna U = const,

. wektor jednostkowy styczny do widkna U= const,

[N

yai (@ =1, 2,3) ortogonalny tensor obrotu czastki o$rodka,
e gestosé energii wewngtrznej,
P?%  tensor napr¢Zenia,
M2y, (11.1".‘,~) tensor i pseudotensor napr¢zen momentowych,
?, wektor napiecia w rodzinie wiokien A4,

127,,-, (1}17{1) tensor i pseudowektor napigcia momentowego w rodzinie
wlokien A,
Goas Kigs miary odksztalcenia o§rodka widknistego,
5—1,,, }a,, miary odksztalcenia rodziny widkien A,

u; wektor przemieszczenia czastki o$rodka widknistego,
v; pseudowektor obrotu czastki o§rodka widknistego,

Vai» ®ai miary malego odksztalcenia ofrodka,
5,-,, Qi §, ; macierze sztywnoéci rodziny widkien 4,
a
u, vV przemieszczenia i obroty weztdéw rusztu,
s sily i momenty przekrojowe w pretach rusztu,
a
?,-,.Zif ; miary globalnego odksztalcenia pretéw rusztu,

.?,- 5 Lijs .gf’,-, macierze sztywnosci pretéw rusztu.
p]

3. Podstawowe definicje i pojecia pierwotne

D.1. Powierzchniowym ofrodkiem widknistym nazywaé bedziemy dwuwymiarowg roz-
maitoé¢ rozniczkowalng S (GoOeTz [6]) czastek materialnych 7 z zadanymi na niej NV ro-
dzinami przebiegéw u (4=1,2,...N), posiadajaca w kazdej chwili ¢ realizacje w postaci

powierzchni zwyczajnej s, odpowiedniej klasy. )
Wprowadzmy w rozmaitosci S lokalne wspdirzedne {#°} (x =1, 2) i nazwijmy je

wsp6trzednymi materialnymi. Powierzchni¢ s, zadawaé bgdziemy réwnaniami

(3'1) X = xl(n, t), (’ = 1) 2) 3),

gdzie {x;} jest ukladem wspétrzednych kartezjaniskich zwanym dalej ukiadem wspéi-
rzednych przestrzennych.
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D. 2. Konfiguracja aktualng powierzchniowego oérodka widknistego nazywaé bedziemy
powierzchni¢ s, wraz z okreSlonymi na niej odpowiednio regularnymi polami trzech
wektoréw

(32) Yai = yai(na t), (a = 1’ 2’ 3)
tworzacych w kazdym punkcie i w kazdej chwili ortonormalny ukiad odniesienia, tzn.
(33) YaiVoi = 6ab’ YaiVay = 61’]'

Wektory y,; nazywaé bedziemy wektorami kierunkowymi.
D. 3. Ruchem powierzchniowego ofrodka widknistego nazywaé bedziemy jednopara-
metrowa rodzing konfiguracji aktualnych; parametrem tej rodziny jest czas. Ruch oérodka
opisany jest réwnaniami (3.1) i (3.2).
D. 4. Konfiguracja odniesienia powierzchniowego o$rodka widknistego nazywaé deZlemy
jedna z konfiguracji aktualnych.

Powierzchnie s, w konfiguracji odniesienia zadamy réwnaniami

3.4) Coxi = Xi(n)

i bedziemy ja oznaczaé litera S, natomiast warto$ci wektoréw kierunkowych w konfi-
guracji odniesienia oznaczymy Y,(7). Wspéirzedne materialne {n*} w konfiguracji od-
niesienia traktowaé bedziemy jako uklad wspétrzednych Gaussa powierzchni S i nazywaé
bedziemy ukladem wspéirzednych materialnych.

Z przedstawionej definicji ruchu oérodka (D.3) wynika, 2e kazda czastka materialna
7 posiada sze§¢ stopni swobody. Trzy z nich odpowiadaja przemieszczeniu czastki, na-
tomiast pozostale trzy odpowiadaja obrotom czastki. Ciala dwuwymiarowe, ktérych
konfiguracj¢ opisuje si¢ za pomoca wektoréw kierunkowych sa nazywane powierzchniami
zorientowanymi.. Po raz pierwszy teori¢ powierzchni zorientowanej rozpatrywali bracia
E. i F. CoSSERAT [4], a ostatnio ERICKSEN i TRUESDELL [5], TRUESDELL i ToupIN [14],
GREEN, NAGHDI i WAINRIGHT [8] oraz COHEN i DESILVA [3]. Powierzchniowy oérodek
wléknisty jest przypadkiem szczegélnym powierzchni zorientowanej. Jedyna roéznica
polega na tym, 2e o§rodek widknisty jest wyposazony w N rodzin przebiegéw, opisujacych
tzw. wewnetrzna strukturg oérodka.
D. 5. O dwéch ruchach

3.5) xi=x(010, Ya=Ya(n, 1)
oraz
(36) Xy = X (77’ t ) Yai = J’ﬁ(’?, t*)

bedziemy méwili, ze ré2nia si¢ o ruch sztywny, gdy spelniaja zwigzki

xP(n, t*) = Qi;(Ox/(n, D+ai(?),
(3.7 ya, t*) = Qy(Dya(n, 1,
t* = t+b,

gdzie Q,; jest tensorem ortogonalnym wlaéciwym, tzn.

(3.8) 010y = Oy, det@; =1,
a, jest wektorem, natomiast b jest skalarem.
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Dotychczasowe rozwazania dotyczyly wylacznie geometrycznych aspektéw teorii
ofrodka widknistego. W dalszym ciggu do opisu wilasciwosci mechanicznych oérodka
bedziemy uzywali nastepujacych pojeé pierwotnych'):

P.1 gestoéci energii wewnetrznej e,

P.2 gestoéci sit przekrojowych p;,

P.3 gestoéci momentéw przekrojowych m;,
P.4 gestosei sit zewnetrznych f,

P.5 gestoé¢ momentéw zewnetrznych h;j.

O wymienionych powyzej wielkosciach mechanicznych bedziemy zakladali, ze sa od-
powiednio regularnymi polami. Bedziemy méwili, Zze pola sit i momentéw przekrojowych
okre§lajg stan napreZenia os$rodka.

W dalszych rozwazaniach uzywaé bedziemy wylacznie opisu mateirialowego, tzn.
przyjmiemy, Ze wszystkie gestoéci odniesione sa do jednostki powierzchni lub jednostki
dhugoéci w konfiguracji odniesienia, a wszystkie pola zaleza wylacznie od wspdlrzednych
materialnych {n*}. Przyjmiemy réwniez, ze wszystkie skladowe oznaczone matymi lite-
rami alfabetu greckiego sa odniesione do bazy naturalnej ukladu wspéirzednych ma-
terialnych.

4. Wewnetrzna struktura powierzchniowego o$rodka wiéknistego

Z definicji ofrodka (D.1) wynika, ze N zadanych rodzin przebiegéw u posiada w kaz-

dej chwili ¢ realizacj¢ w postaci N rodzin krzywych, ktére nazwiemy widknami. Siatke
utworzona z N rodzin krzywych oznaczymy literg My . Przyjmiemy, ze przez kazda czastke
7 przechodzi dokladnie po jednej krzywej z kazdej rodziny. Réwnanie rodziny krzywych
A napiszemy w postaci uwiklanej:

4.1) u(n®) = const.
W plaszczyznie stycznej w danym punkcie do powierzchni S wyréznimy dwa wektory
jednostkowe ‘t1 i f:’ przy czym niech pierwszy z nich bedzie styczny, a drugi nbrmalny

do krzywej 4 = const (rys. 1). Wektory te spelniaja zwiazki

D
Rys. 1
P - 172
“4.2) fa= Fua(@u,u,)' tg = 4 gl p(a 1)
oraz
4.3 1 =1 =0, 1,0°=1.
(4.3) Li*=1, 11*=0, 1

) W dalszych rozwazaniach nie bedziemy uzywaé zadnych poje¢ dynamicznych, takich jak ped, kret
czy energia kinetyczna.
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O siatce M, ztozonej z trzech rodzin krzywych bedziemy moéwili, Ze jest siatka szescio-
katna, gdy w kazdym placie prostym bgdacym czgéciag powierzchni S daje si¢ odwzorowac
topologicznie na siatke

4.9 u(x, y) = Re[(x+iy)exp(—g>)], (g = %-I—%EA), 4=1213)

zloZona z trzech rodzin prostych réwnoleglych (rys. 2).

xy

Rys. 2

5. Podstawowe zalozenia teorii powierzchniowego oSrodka wléknistego

Z.1. W danym punkcie gestoéci sit i momentéw przekrojowych zaleza wylacznie od orien-
tacji przekroju, przy pomocy ktdrego zostaly uzewngtrznione, tzn. w danym punkcie
zachodzi

(CR)) pi = pi(m), m;; = m;(n),

gdzie n jest jednostkowym wektorem lezacym w plaszczyZnie stycznej w tym punkcie do
powierzchni S i zewngtrznie normalnym w tym punkcie do linii przekrojowe;j.
Z.2. Wszystkie wprowadzone dotychczas wielkoéci mechaniczne (P.1-P.5) sa addytywne
wzgledem poszczegSlnych rodzin wiokien, tzn. mozna jednoznacznie wyrdzni€ ta czg$é
danej wielkosci mechanicznej, ktéra przypada na dana rodzing widkien.

Dla energii wewngtrznej bedzie zatem zachodzit rozktad

N
(5.2) e = Z e,
4=l

gdzie e jest gestoscia energii wewnetrznej rodziny widkien u. Zwiazki analogiczne do (5.2)

zachodza dla pozostatych wielkoéci mechanicznych. .
Z.3. Bezposrednie oddzialywania mechaniczne sgsiednich wiékien danej rodziny sa réwne
zeru, tzn.

(5.3) g.-(f) =0, my®=0.

Dalsze zaloZenia dotyczy¢ beda wylacznie sprezystego ofrodka wibknistego znajduja-
cego si¢ w stanie réwnowagi.
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Z.4. W kazdym stanie réwnowagi spre¢zystego powierzchniowego ofrodka widknistego
energia wewngtrzna spetnia réwnanie

(5.4) € = € (Xia} Yai} Vaias 1)
gdzie € jest tzw. potencjalem spre¢zystosci rodziny.

Z.5. Potencjal sprezystosci jest wielkoscia materialnie obiektywna, tzn. jest niezmienni-
kiem grupy przeksztalcen

(5.5) xXi— Qiixjt+ai,  Yai— QijYaj

gdzie Q;; oraz a; spelniaja zaloZenie wymienione w definicji ruchu sztywnego (D.5).

Z.6. W stanie réwnowagi sprezystego powierzchniowego osrodka widknistego spetniona
jest zasada prac przygotowanych przyjeta w nastgpujacej postaci:

(5:6) 6fedS = [(fidxithyyodyeyds+§ BiO%itrpuyeiye
a o o0

gdzie o jest dowolna cze$cia powierzchni .S, natomiast do jest brzegiem tej czgci.

6. Podstawowe réwnania statyki sprezystego powierzchniowego osrodka widknistego

T.1. Réwnania Eulera dla problemu wariacyjnego (5.6) maja postaé

%
=0
6.1)
35 ag
(.Va[jay[a“] . )|a+axn - xj],a+§l]+§[lj] =0 dla N EC
oraz
3515 3515

6.2 {(n) = n,——, () = ngy,i—2—, ,
(6.2) g(n) n Txin T“(n) NaYatj s dla 5 € do
gdzie oznaczono
. 35 35 ag

6.3 = .

( ) AKU axl,ax]’a-i_ ayal ya]+ ayai,a ya],a

Dowdd powyZszego twierdzenia przeprowadza sie, korzystajac ze znanych regut rachunku
wariacyjnego.

Roéwnania (6.1) i (6.2) sa podstawowymi réwnaniami statyki sprezystego powierzchnio-
wego oérodka widknistego. ROwnania (6.1) nazwiemy réwnaniami réwnowagi, nato-
miast rdwnania (6.2) nazwiemy warunkami brzegowymi.

D.6. Obiektem naprgzen P3 i obiektem naprg¢zen momentowych M3; nazywaé bedziemy
wielkoéci sit i momentéw przekrojowych uzewnetrznionych przekrojami poprowadzonymi
wzdluz linii parametrycznych ukiadu wspdtrzednych materialnych, tzn.
P = Va*p(a*(@)?),
6.4) o — nie sumowane
M=y amy(a%(a**)7),
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gdzie a*® jest tensorem metrycznym powierzchni S, natomiast a* jest baza wzajemna
ukladu wspoirzednych materialnych.

Korzystajac z zatozenia o addytywnoéci wielkoéci mechanicznych (2.1) mozna wpro-
wadzi¢ pojecia obiektu naprezen 5’.",5 i obiektu naprezen momentowych 1}1'1,‘7] w rodzinie
wldkien A. Wzory definiujace te pojecia beda podobne do wzoréw (6.4).

T.2. Obiekty naprezen i naprezén momentowych w rod_zinie wildkien sa odpowiednimi
pochodnymi potencjalu sprezystosci

35 325
(6.5) f.i = axiy’ M.ij = mylalj],

a zatem s3 tensorami.

Aby wykazaé powyzsze stwierdzenie wystarczy do wzoréw (6.4) podstawié warunki
brzegowe (6.2), a nastgpnie sprawdzi¢, ze prawe strony zwiazkéw (6.5) sa rzeczywiscie
tensorami.

Podstawiajac (6.5) do (6.1) i (6.2) otrzymujemy

(6.6) Pilatfi =0, MijlatPiX e +hiy+ Kup = 0.
oraz
6.7) gi(n = naf:.h Tl](n) = na{gﬁj-

Réwnania (6.5)-(6.7) sa inng postaciag podstawowego ukladu réwnan (6.1) i (6.2).

7. Konsekwencje istnienia wewnetrznej struktury o$rodka

T.3. Z zaloZenia o nieoddzialywaniu sasiednich widkien (Z.2) wynika, Ze potencjal spre-
zystosci € daje si¢ przedstawi¢ w postaci

o€’

ot . . N . _ 4 =
(71) Ae = E (gxb Yais anl ’2 Yais 77), a(é—ya[i)y'a“] 0,
gdzie (Z oznacza operator rézniczkowy pochodnej absolutnej w kierunku 5
(7.2) _\ ()= (.
Dowéd. Zauwazmy, Ze oznaczajac
(1.3) 50y = ()l
mamy tozsamos$¢
(74) ( )la = Ata‘?( ')+£ada( . )

Korzystajac z niej mozemy — bez umniejszania ogélnoéci rozwazaf — przedstawi¢ po-
tencjal sprezystoéci w nastepujacej postaci

(7.5) € = €(9%:5 9%15 Yai; Iai} Iai3 1)-

Nastepnie podstawiajac do réwnan (5.3) kolejno zwiazki (6.2) i (7.5) otrzymujemy
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% %
(76) ~ =Y, = Yiaij1 = 0’
a3 x) oGy "

co konczy dowdd.
Ze zwiazkéw (7.1) i (6.5) latwo wynika

x a— [ J— a—
(7'7) . ﬁ)-i_ j ﬁ)h /}1{-{] 5 %U;

gdzie oznaczono
o€’ Je’
gyt a4

3@xy MU Gy

(7.8 Py =

T.4. Wielkosci {T" i /;_lu sa gestoSciami sit i momentéw przekrojowych w rodzinie wid-

kien 4 uzewnetrznionymi przekrojem normalnym w danym punkcie do widkna 4, tzn.

7.9 ) = gi(S), /L‘i_fu = Znu(g)-

&y

Aby wykaza¢ powyzsze stwierdzenie nalezy do warunkdéw brzegowych (6.7) podstawié
zwiazki (7.7), a nastgpnie polozyé n = j'

Korzystajac ze zwiazkéw (7.7) i (4.2) mozna réwnania réwnowagi (6.6) przeksztatcic¢
do postaci

(7-10) g(ﬁfi)‘i‘ﬁﬁ = 0, Q(ﬁyij)_!'ﬁ(f[i ij]-i-gu—i‘{f[ij]) = 0,
gdzie
— aff —172
(7.11) A= (@),
Interpretacje geometryczng wielko$ci é otrzymamy rozpatrujac rézniczk¢ zupetna funkcji
u(n®),
(7.12) dA = g,adn“.

Jezeli przyjmiemy, ze wektor dn® jest prostopadly do krzywej u,a zatem kolinearny z wek-

torem Uas woéwczas iloczyn skalarny wektorow dn® i Yo réwna si¢ iloczynowi ich diugo$ci

(7.13) dy = +|uqlldn’).
Ale

(7.14) il = (@) = 27,
przeto

(1.15) jdr| = =+ Adu.

Wielkoéé ﬁ jest zatem miarg odleglosci miedzy krzywymi y = const i zﬁl—dg = const.
Interpretacja geometryczna wielkoéci ﬁ. upowaznia nas do nazwania réownan (7.10) réwna-

niami réwnowagi wiékna 4.
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8. Materialna obiektywnoéé

Zalozenie Z.5 zada, aby potencjal sprezystosci spelnial réwnanie funkcyjne

(81) e(xi.a; Yais Yai,as 7]) = E(Qljx_l.a; Ql'_lya_l; Qi_lya_l,a; 7])’

gdzie Q;; jest dowolnym tensorem ortogonalnym wiasciwym.
T.5. Ogdlne rozwigzanie réwnania (8.1) ma postad

(8.2) € = €"(Gua; Kuab; 1),
gdzie
(83) Gaa = VaiXias Kaab = YaiVbi,«

s tzw. miarami odksztalcenia ofrodka widknistego.
D ow 6 d. Bez umniejszania ogélnosci rozwazan mozemy przyjaé, ze numeracja wekto-
row kierunkowych y,; jest taka, Ze

8.9 dety,; = 1.

Zatem w réwnaniu (8.1) mozna polozyé

(8.5) : Qi = biaYaj,

co nam daje

(8.6) €= S‘(ataGaa; 8105 Bip Kaaps 1).

Poniewaz macierz jednostkowa &;, nie jest zmienng niezalezng, zatem postaé (8.6) jest
réwnowazna postaci (8.2), co konczy dowdd.
Zauwazmy, Ze z réwnania (8.2) wynika

8.7 {,{[U] = 0.

Roéwnania réwnowagi (6.6) moZna zatem przedstawi¢ w postaci
(8.8) f?”a‘f‘{l =0, 1}1'171|a+ff’fixj].a+ﬁu = 0.
Podstawiajac réwnanie (8.2) do (6.5) otrzymujemy

oe” oe” .
(8.9) Pi= oy, MY= g —yuy.

T.6. Z zalozen o nieoddzialywaniu sasiednich widkien (Z.3) i o materialnej 6biektywno§ci
potencjatu sprezystoéci (Z.5) wynika '

(8.10) € = €""(Ha; Lap; ),
gdzie
(811) 5], = yagdaxi = jaGu, £4ab = yalgybi = jaKaab

sa tzw. miarami odksztalcenia rodziny widkien 4.

D ow6d. Zasada materialnej obiektywnoéci zada, aby postaé (7.1) potencjalu sprezys-
toSci, wynikajaca z zaloZenia nieoddzialywan sasiednich widkien, byla rozwiazaniem
réownania funkcyjnego

@12) (9% Yar; Puid Yais M) = €(Qud%s3 QyYar; QudVai; QuyJ¥ays )-



214 W. BARANSKI

Dalsze rozumowanie analogiczne do zastosowanego przy dowodzeniu twierdzenia
T.S prowadzi nas do zwiazku

(813) E ”,(Ha, Laba ymaybn 77)
Korzystajac ze zwiazku (7.1), mozna wykaza¢é, Ze
) aelll
(8.14) — =0, \
a(}’aif?)’b()

co konczy dowdd.
Podstawiajac rownanie (8.10) do zwiazkdéw (7.8) otrzymujemy

aeul , aelu

(815) AP ='ia,£;,_ayah 1}14!]= aL yalybj

Dokonujac operacji sumowania na réwnaniach (8.8), (8.9), (8.10) i (6.7) dostajemy ko-
lejno: rownania réwnowagi _

(8.16) Hatfi =0, Mle+Phixjye+h; =0,

rownania konstytutywne

. e= AZ;’”({{a; Lab; m)s

8.17)

a de de
P = 3G, s Vais 4= oKom 2 YaiVbjs
oraz warunki brzegowe
(8.18) pi=n.Pq, my=n,M3;.

9. Opis dualny

Zauwazmy, ze wielkoSci my;, MY, 1}17,-1 s3 tensorami antysymetrycznymi wzgledem
wskaznikow ij. Wielko$ci K,y i %,,,, sq antysymetryczne wzgledem wskaZnikéw ab. Kazda

taka wielko§¢ mozna jednoznacznie przedstawi¢ za pomoca odpowiednich pseudowek-
toréw lub pseudotensoréw'). Takie przedstawienie bedziemy nazywal reprezentacja
dualng i wyrézniaé za pomoca gwiazdki. Dla tensora naprezen M3, mamy

1 . .
.1 M3 = —'z—etjkM‘i, MY = —MSe,

gdzie A}f’; jest pseudotensorem napr¢zen momentowych.

Wprowadzajac do opisu reprezentacje dualne mozna otrzymaé nast¢pujaca postaé
réwnan statyki sprezystego powierzchniowego o§rodka wldknistego:
réwnania réwnowagi

©.2) Poetfi=0, M%,—euPx;uthy =0,

1) Pseudotensorem nazywamy tutaj gesto$¢ tensorowa Weyla o wadze zero (Goras [7]).
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rownania geometryczne
» »
(9-3) IA{a = yai‘?xi = jachn 5/: = _eabcyaigybi = jaKxc)

réwnania konstytutywne

a

e= AZE;:”(Ha;[;a B

9.4)
de . de
P = Wyai’ M = 2—.—'yaka
warunki brzegowe
(9.5) pi= n P%, my = naA;,‘}“.
Zwiazki (8.13) przyjmuja postaé _ _
_ aglv R aflv
(96) fi =a—Hrayah ﬁlk= 2 i Yak»
4 4 a

natomiast dla réwnan réwnowagi widkna u (7.10) mamy

(C) Q(jf;)%—f;{.- =0, 9(AM)—AeiuPidx;+Ah = 0.

10. Teoria liniowa

W przypadku malych obrotéw czastek ofrodka mozemy réwnania (3.1) i (3.2) przed-
stawi¢ w postaci

(10.1) xi(n, 1) = X\ +ui(m, O, Ya(n, 1) = Yo;(m)[0yy—euvi(n, 1)]

gdzie u; jest polem wektora przemieszczenia, natomiast v; jest polem pseudowektora
malego obrotu. Proces linearyzacji réwnan (9.2)-(9.7) przeprowadzimy w oparciu o za-
fozenie

(10.2) Ul <1, oyl < 1. )
Odpowiednie réwnania teorii liniowej maja nastgpujaca postaé: rownania réwnowagi
(10.3) Hetfi=0, Mila—enPiX;uth =0;

réwnania konstytutywne

— V(s g . — 1 l
e = AZE (51 ‘Yaly(f Kais 77) Zj“jﬂ(_iguyai‘y“+9U‘ya‘xﬁj+5§gj%a1%ﬁj),

a4
(10.4) pr— ¢ —Zt“t"(R +0u%s)
. S i Luvsi <i1%p1)>

1;1 de

‘7 =
’ 3%0,,

—_ o ¢f .
Zj ! (gﬂ?u-i'fu”pj),
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réwnania geometryczne

(10.5) Vai = UigteipOuXjo, %y = Vias
warunki brzegowe
(10.6) pi = NP,y = ny MS,

w ktdrej tensory f‘f’ Qi AS,- ; sa miarami sztywnoS$ci rodziny widkien 4.
a4

Zachodza réwniez zwiazki
*
(106) Kac = —€abe Yai Ybl.a+2Yclvi,a’ Gaa = Yain,a+ Yaiyai
oraz odwrotne do nich

1« 1
Ky = EKM Yal—'z—eljk Yo Yokas
Yai = Gaa Yai_Xi,a'

Zlinearyzowane rownania (9.6) przyjmuja postaé

(10.7)

P, =a—"ev— = RyjtPyp+QutPx

4t 3(5“}’;:‘) y “'A V8j 5 UA Bis
(10.8)

2 3§v

re =% ) = AQJiijﬁﬂLASujp”ﬁJ’

natomiast dla zlinearyzowanych réwnan réwnowagi widkna u otrzymujemy

103) FGPIHI= 0 G —emiE K+ =0

Réwnania (10.3)-(10.5) stanowia podstawowy uklad réownan liniowej teorii sprezys-
tego powierzchniowego o$rodka widknistego. Jest to uklad réwnan rézniczkowych linio-
wych dwunastego rzedu. Znajac rozwigzanie ukladu réwnan (10.3)-(10.5) spelniajace
odpowiednie warunki brzegowe [np. naprezeniowe warunki brzegowe (10.6)] mozna za
pomoca wzoréw (10.8) ustalié napigcia w poszczegdlnych widknach osrodka. Twierdze-
nie o jednoznacznoéci rozwiazan tego, uktadu réwnan zostalo udowodnione w pracy auto-
ra [1].

11. Osrodek wiéknisty jako model powierzchniowego diwigara rusztowego

Powierzchniowym dzwigarem rusztowym nazywaé bedziemy tutaj ukiad pretowy
o sztywnych wezlach spelniajacych nast¢pujace zaloZenia:
Z.7. Osie wszystkich pretéw leza na odpowiednio regularnej powierzchni S zwanej dalej
powierzchnia §rodkowa.
Z.8. Siatka dyskretna utworzona z osi pretéw, zawarta w kazdym placie prostym bedacym
czgécia powierzchni S daje si¢ odwzorowaé topologicznie na siatke

(11.1) Re[(x+iy)exp(—ig)l = ne,  (n=0, &1, 2, ..),

(¢ = const), (‘P = %+%A), 4=1,2)
a4
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lub na siatke
(11.2) Re[x+iy)exp(—@)] = ne, (n=0, 41, +£2, ...),
a

(¢ = const), ((p = <p0+2—;41), 4=1,2,3).
a4

W wymienionych wyZej dwéch przypadkach bedziemy mowili, ze ruszt sklada sie
z dwéch lub trzech rodzin ~pr¢t(’>w. Odlegloé¢ migdzy osiami sasiednich pretéw danej
rodziny oznaczymy litera 4{ natomiast dlugo§¢ odcinka preta wyznaczonego dwoma

kolejnymi wezlami oznaczymy litera j'
Z.9. Ruszt jest gesty, tzn. wymiary ‘{ i Z $3 znacznie mniejsze zarowno od wymiaréw

charakteryzujacych krzywizng¢ poszczegdélnych widkien jak i od wymiaréw globalnych
powierzchni S.

Zalozenie powyzsze pozwala nam traktowa¢ prety rusztu jako w przyblizeniu — prosto-

liniowe.

Z.10. Kazdy z pretow znajduje si¢ w stanie réwnowagi statecznej.

Z.11. Zmiany charakterystyk geometrycznych przekrojéw poprzecznych pretdw rusztu
sa pomijalnie matle.

Z.12. Pr¢ty rusztu s3 na tyle smukle, aby mozna bylo stosowaé wzory wytrzymatosci
materiatow.

Zalozenia Z.7-Z.12 pozwalaja nam rozpatrywaé poszczegdlne prety rusztu jako prety
pryzmatyczne. Korzystajac ze wzoréw wytrzymaloéci materialéw stusznych dla pretow
pryzmatycznych, obciazonych jedynie na swych koncach, nietrudno udowodnié nastg-
pujace spostrzeZenia:

S.1. Wartoéci sit i momentéw przekrojowych wystepujacych w potowie rozpigtosci preta
sa réwne $rednim dla danego preta wartoéciom sit i momentéw przekrojowych.

Wartosci $rednich sit i momentéw przekrojowych bedziemy oznaczaé literami T ipe
P

S.2. Wartosci $rednich sit T i momentéw przekrojowych p wyznaczaja jednoznacznie
a4

stan naprezenia danego preta.

S.3. Przemieszczenia koncédw preta U’ i U™ oraz ich obroty V' i V'’ wyznaczaja stan napre-
Zenia preta, a w szezegllnosci §rednie wartoéci-sit i momentéw przekrojowych oraz $red-
nia warto$§¢ energii sprezystej. W ukladzie odniesienia I}a (a =L, II, III) wyznaczo-
nym wektorem stycznym g oraz gldwnymi centralnymi kierunkami bezwladnosci prze-
kroju preta rodziny 4, odpowiednie zwiazki maja postaé

B U ) S 120 Un—Uii ViutViu
Al A ‘{ ’ AII AIZ AI 2 ,
(11.3)
o 2Bl U= Ul Vi Vi)
Alll AIZ ‘{ 2 N
_ o =N _ Viu—Va
:2‘1 - g{IT’ lju—fz’n—‘{—,

8 Mechanika teoretyczna
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17 ’
VIII_VII}

.‘jll) = EAJIIIﬁ_ ’
a

P | g A e Ly L e I A T AT
3 2|4 / g / 2
a4 4 a4
12EJ” UH U V! r\2 ’ na
44 ny— Yii II+VII VI _VI
o ( Doy Pt )+ggl(—, +
a4 4 a4
Vie—Vi ) Vin—Vin\!
) +§Ajn . +AE-‘!111 ;[ »
a4 a4

w ktdrej ﬁii AG sa modulami Yunga i sztywnosci postaciowej, g,jljest sztywno$cig skretna,
‘A]” 1 /.J/m sa gldwnymi centralnymi momentami bezwladno$ci przekroju preta.

Roéwnania (11.3) moZna zapisa¢ w bardziej zwartej postaci

1 1
§ér = —Z—?Qb Agadgb‘i‘i'gpab -{a%{ﬁ’

(11.49)
355, afﬁr
Zfa = adga ='?ab ff) > .‘ja = a{a ='§fa5‘dx‘5 »
gdzie
EF, 0, 0,
a4
'@aﬁ = 0’ 125"!111‘{_2’ 0’ ' ,
0, 0, 12EJ,I?
| 4474
(11.5)
GJ, 0 O
a4
.éfab = 0’ EAJ”’ 0
0) 0’ E‘A’III
sa macierzami sztywnos$ci preta rodziny 4, natomiast
: U//_U/ VN+ VI VH_VI
(11.6) Yo = “[ 8 +eqrp ”2 b {azaila
a4 a4

sa miarami globalnego odksztalcenia preta rodziny 4.

Uogdlniajgc spostrzezenie S.3 na przypadek pretéw niepryzmatycznych otrzymujemy
nastepujace twierdzenie:
T.7. Wartoéci $rednich sit i momentéw przekrojowych sa odpowiednimi pochodnymi
$redniej energii sprezyste;j, t).

| 1
B = 3 Bl a9 5 LA
afér
(11.7) m = 29, =%2U?J+-?U'Z{h
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adE‘ér
i = a{i =-?jidgj+-gpij{j-

Dow6d. Z zalozenia Z.10 wynika, Ze globalna deformacja preta dana wektorami

U,'”—‘U,'I VII+VI VIiI_V,
(11.8) ffi = i _+eijk£j , 3 5 3{1 571"

a a4

gdzie AI jest odlegloscia koncow preta, a Z,- jest jednostkowym wektorem wyznaczajacym

kierunek prostej laczacej konce preta, jednoznacznie okre§la wartosci sit i momentéw
przekrojowych na koncach preta. A zatem zachodzi

Zf;' = ?E}frﬁ?;j’{j, Zf:’ = -?;jdgj+-?ij{ja
(11.9)

gdzie .?”, A@’, 2,9,9", é”, 2?’”, .2‘” sa macierzami sztywno$ci pre¢ta. Zwiazki (11.9)
a4 a a4

a4
sa wzorami transformacyjnymi znanymi z mechaniki budowli. Z warunkéw réwnowagi
rozpatrywanego pre¢ta

(11.10) m - =0, p—p+eu(X) i —Xjm) = 0
4 4 a4 a4

wynika, 2e wzory transformacyjne (11.9) mozna przedstawi¢ w postaci
(11.11) 'Z;' = (-‘?ij—?leikldlk'?lj)?j+(-Z’ij_ _Aleiklgk-?lj){j,

gdzie oznaczono

"o ’ — o IA_l 7 Y _l 1 ’
(11.12) R=2% fg?,-g—-‘? _’?”?_2(’? +-2),-‘5f—2(§f +£).
Z twierdzenia Rayleigha o wzajemnoéci reakcji wynika
(11-13) %eij=-?jb ?(1=;@jl9 g’u:{fﬂ-
Zasada zachowania energii dla preta daje nam

l 1y 17 ’ II r 1 ’ ’
E= GOl —gi Uit Vil —piVi) =
(11.19)
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Dzielagc obie strony rdwnania (11.14) przez rozpieto$é preta A/ otrzymujemy zwiazek

(11.7). Aby wskaza¢ pozostate dwa wystarczy sprawdzié, Zze zachodza o ile przyjmiemy
l ’ ’ _ l ’: ’

(11.15) = E(sz‘ +zli), Hi = E(:ui +pi).

Nietrudno zauwazyé, Ze $rednia warto§¢ momentu przekrojowego jest momentem prze-
krojowym wystepujacym w przekroju plaszczyzna symetrii odcinka o wspotrzednych
(X{) i (X"), liczonym wzgledem $ladu tego odcinka na tej plaszczyznie. Wektory i i

a4

sa zatem zaczepione w punkcie o wspélrzcdnych%(X,-”—#X,-’).

Rozpatrzmy réwnowage dwdch pretdw danej rodziny spotykajacych sie w wezle W
(rys. 3). Jezeli przyjmiemy, ze obciazenie przypadajace na wezel W dane jest za pomoca

Rys. 3

wektora sily ¢ i wektora momentu 3( to warunki réwnowagi tych pretéw mozna zapisaé
a4

w postaci

(11.16) o
2(%2— Sﬁ)+(x2—x*)>< (P +7)+ X+ X)X (P —1)+2X = 0,

gdzie %, =, p? W' sa $rednimi wartoéciami sit i momentéw przekrojowych w tych pre-
tach, X? i X' s3 wspéirzednymi punktéw zaczepienia tych sil, natomiast X i X' s réwne

(11.17) X’ =Xx>-X,, X =X'-X,,
gdzie X,, sa wspotrzednymi wezta W. Zauwazmy, Ze zachodza nieréwnosci
(11.18) X24+X! < [X2=X!|, |nt—7 < |n'+wP.

Nietrudno zauwazy¢, ze powierzchniowy ofrodek widknisty wykazuje pewne podo-
bienstwa do powierzchniowego dzwigara rusztowego omdéwionego w niniejszym roz-
dziale. Polom opisujacym oé$rodek widknisty odpowiadaja dyskretne zbiory liczb podobnej
natury geometrycznej opisujace dZwigar rusztowy. Réwnaniom rézniczkowym ofrodka
wloknistego odpowiadaja réwnania réZznicowe diwigara rusztowego. Wyrdéznimy naste-
pujace zasadnicze podobienistwa ofrodka widknistego i dZwigara rusztowego:

A.l. Podobienstwo geometryczne:

1° Wewng¢trznej strukturze powierzchniowego o$rodka widknistego odpowiada struk-

tura powierzchniowego dzwigara rusztowego.
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2° Polom wektora przemieszczenia u; i wektora malego obrotu o; czastek osrodka
widknistego odpowiadaja zbiory przemieszczen U; i obrotéw V; weztéw dzwigara ruszto-
wego.

Wobec powyZzszego poréwnanie zwiazkow geometrycznych (10.5) i (11.8) wskazuje
ze:

3° Miarom malego odksztalcenia o$rodka widknistego *Yai i Pt odpowiadajg miary

globalnego odksztalcenia pretow dzwigara rusztowego (fi i .Zi” i

A.2. Podobienstwo statyczne:

1° Zaréwno sasiednie widkna osrodka widknistego jak i sasiednie prety dzwigara
rusztowego nie oddziatywuja na siebie bezposrednio.

2° Stan napr¢Zenia widkien oraz pretéw opisujemy przy pomocy wektoréw sit i mo-
mentdw. Analogia iloS§ciowa ma postaé

(11.19) Pi_ziti’ L{/X[i_/ji-

Do~y

a

3° Obcigzenie ofrodka widknistego oraz dZzwigara rusztowego opisujemy przy pomocy
wektoréw sit i momentow zewngtrznych. Analogia iloSciowa ma postaé

e T
(11.20) AlAf‘ ! Pi> Ih; j;g..

4° Réwnania réwnowagi oSrodka widknistego (10.9) sa podobne do réwnan réwno-
wagi dzwigara rusztowego (11.16).
A.3. Podobienstwo fizyczne:
1° Jezeli wezly rusztu sa sztywne to mozna — podobnie jak w oérodku widknistym —
stwierdzi¢ jaka cz¢§¢ energii wewngtrznej przypada na poszczegdlna rodzine pretéw.
2° Réwnania fizyczne (10.4) i (10.8) sa podobne do réwnan (11.7).
Analogie ilo§ciowe majg postac
fe=ke Ru=%
(11.21) 3 ;
L{AQU_-‘?U’ jASU_'AyU.

Podobienstwa A.1-A.3 wskazuja na to, Ze powierzchniowy osrodek widknisty jest
pewnym ciagtym modelem powierzchniowego dzwigara rusztowego. Niemniej otwartym
problemem pozostaje okreslenie warunkéw, w ktérych podobienstwo wykazuja rozwia-
zania réwnan osrodka widknistego z rozwiazaniami rownan dZwigara rusztowego. Dla
plaskich zagadnien kolowo symetrycznych problem ten byl rozpatrywany w pracy Ko-
NIECZNEGO [11]. Ogdlnie mozna powiedziec, ze podobienstwo rozwigzan zachodzi, o ile
obroty i przemieszczenia sasiednich we¢zldw rusztu rdZnia sie¢ nieznacznie.

Literatura cytowana w tekS$cie

1. W. BARANSKI, Powierzchniowe osrodki widkniste i ich zastosowanie, Rozprawa doktorska, L.6dz 1967.
2. W. BAraKskl, K. WILMARSsKI, Cz. WOZNIAK, Mechanika osrodkdw cigglych typu Cosserat, Mech. Teor.
Stos., 2, § (1967).



222 W. BARANSKI

3. H. ConeN, C. DeSiLvA, Nonlinear theory of elastic directed surfaces, J. Math. Phys., 7 (1966), 960-967.
. E. 1 F. CoSSERAT, Theorie des corps deformables, Paris 1909.
5. J. ErickSEN, C. TRUESDELL, Exact theory of stress and strain in rods and shells, Arch. Rat. Mech. Anal.,
1 (1958), 295-323.

6. A. Goerz, Geomerria rézniczkowa, Warszawa 1965.

7. S. GoraB, Rachunek tensorowy, Warszawa 1966.

8. A. GREEN, P. NAGHDL, W. WAINRIGHT, A general theory of Cosseral surface, Arch. Rat. Mech. Anal.,

20 (1965), 287-308.

9. A. GrEEN, R. RivuIN, Simple force and stress multipoles, Arch. Rat. Mech. Anal., 16 (1964), 325-353.
10. A. GreeN, R. RivLIN, Multipolar continuum mechanics, Arch. Rat. Mech. Anal., 17 (1964), 113-147.
11. S. KoNiECzNY, O zastosowaniu teorii osrodkow wldknistych do obliczania rusztow pierscieniowych, Arch.,

Inz. Lad., 1, 13 (1967).
12. R. TourIN, Elastic materials with couple-stresses, Arch. Rat. Mech. Anal., 11 (1962), 385-414.

13. R. TouPIN, Theories of elasticity with couple-stresses, Arch. Rat. Mech. Anal., 17 (1964), 85-112.
14. C. TrussDELL, R. TOUPIN, The clasical field theories, Handbuch der Physik, 111/1, Berlin-Heidelberg—

-New York 1960.

15. Cz. WozNiaK, Theory of fibrous media (1), Arch. Mech. Stos., 17 (1965), 651-669.

16. Cz. WOzZNIAK, Theory of fibrous media (11), Arch. Mech. Stos., 17 (1965), 777-799.

17. S. ZAHORSKI, On motion and thermodynamics of novn-simple continua with miciostructure, Arch.

Mech. Stos., 1, 19 (1967).

S

Pesome

CTATHUKA TTOBEPXHOCTHONM BOJIOKHHUCTOI CPEILI

B paboTe paccmaTpHBaeTCsl CTaTHYECKasi TEOPHsl IMOBEPXHOCTHOM BOJIOKHHCTON Cpeibl COCTOSILEH
u3 N damuimmit BonokoH. TeopHss NOCTPoeHa C MOMOLULIO OCHOBHBIX 3aKOHOB MEXAHHUKH CIUIOLIHOMN
Cpe;ibl, 3aKOHA HEBO3AECHCTBUsT COCEHUX BOJIOKOH M IPEAIONIOMKEHHH 00 aJAHTHBHOCTH MEXAaHHYECKHUX
BEJIMUMH, IO OTHOLUIEHHIO K OTAENbHbIM BOJIOKHaMm. [acCMOTPEHO TarKe nonobHe NOBepXHOCTHOH BO-
JIOKHUCTOH Cpedb! W IMOBEPXHOCTHOH DPELIeTYATON ODOJIOUKH.

\ Summary
STATICS OF SURFACE FIBROUS MEDIA

This paper is concerned with the statical theory of surface media composed of N families of fibres.
The theory is developed using fundamental laws of continuum mechanics and the principle of nonreaction
of neighbouring fibres together with additivity requirement of mechanical quantities with respect to the
particular families of fibres. The problem of analogies between surface fibrous media and surface grate
systems is also considered.
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