MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
2, 7 (1969)

NUMERYCZNE OBLICZANIE WIOTKICH OBROTOWO-SYMETRYCZNYCH
POWELOK PODDANYCH PLASTYCZNEMU PLYNIECIU W ZAKRESIE DUZYCH
ODKSZTALCEN

JANUSZ ORK1S2Z, JOzEF WIL K (KRAKGOW)

1. Sformulowanie problemu i uwagi wstepne

W pracy [l4] rozwazany byl problem wiotkich obrotowo-symetrycznych powlok
w Swietle teorii plyni¢cia plastycznego uogdlnionej na zakres skoficzonych odksztalcen.
Przyjeto Ze: material powloki jest plastyczny nieécisliwy, izotropowy, obciaZenie dowolne
obrotowo-symetryczne, a sama powloka jest wiotka, tj. moze znajdowaé sie jedynie w sta-
nie blonowym i przenosi¢ tylko napreZenia rozciagajace. Przy powyzszych zatozeniach
wyprowadzony zostal uklad quasi-liniowych réwnan rézniczkowych czastkowych,

ox _ beosg  op _ p o, kcosg (. xQ, )_ﬂﬂ
BE uxcosyp’ 0F  u 9 uxicosyp\P2T P fucosg] f dE’
dy Esing dop £ O sing

wy o= S8 = (&, TP
& uxcosy 0§  puxcosyp\ fu x

u(p, +pz)(;—:+x(2pz—p1)z—: =0,

opisujacych forme¢ napreZenia i odksztalcenia w procesie obcigzania takich powlok.
W réwnaniach tych niewiadomymi sa wspéirzedne Eulera punktu powtoki x(&, 7) i y(£, 1),
rzeczywiste naprezenia gldwne pi(&, v) i py(§, ©), kat (&, t) zawarty miedzy styczng do
potudnika (po odksztalceniu) a osig x (rys. 1) oraz sprowadzona grubos$¢ powtoki u(§, 7),
zmiennymi niezaleznymi sg: £ — osiowa wspdirzedna punktu powloki oraz * — parametr
wzrostu obciaZenia. Szdste réwnanie, ktére nalezy rozpatrywaé lacznie z ukladem (1.1)
ma charakter algebraiczny, a jego postaé zalezy od zaloZonej fizycznej charakterystyki
F(py, p:, &, &5) = 0 materialu powloki. W dalszych rozwazaniach przyjmiemy ja dla
prostoty obliczen jako zalezno$é potegowa (u — stata materialowa)

(1.2) pi=¢

miedzy intensywno$ciami rzeczywistych naprezen p; i odksztalcen ¢, liczonych w mierze
logarytmicznej Hencky’ego. W rozpatrywanym tu plaskim stanie napreZenia

2
(1.3) pi=Vpi+pi—pps &= ﬁl/eé+e§+eze3,



180 J. Orkisz, J. WiLk

przy czym indeks 1 oznacza kierunek poludnikowy, 2 — réwnoleznikowy, 3 — normalny
do powloki. Odksztalcenia gléwne wyrazaja si¢ poprzez pozostale funkcje nastgpujaco:
1 cosy
ax cos g
&
gdzie y = y(£) — oznacza kat zawarty miedzy styczng do potudnika (przed odksztal-
ceniem) a osig x. Pozostale wielkosci (por. rys. 1), ktére traktujemy jako znane oznaczaja:
On = 0n(x, ¥, 1) 1 Qs = Qy(x, y, ) — obciazenia liczone na jednostke powierzchni od-
ksztalconej powloki odpowiednio w kierunku normalnym i potudnikowym, f= f(§) —
funkcj¢ opisujaca zmiang grubosei §cianki powtoki w stanie nieodksztalconym.

Wszystkie wyraZzenia we wzorach (1.1)-(1.4) zapisane sa w wielko§ciach bezwymiaro-
wych (por. [14]).

(1.4) & =In & = lnu,

s & = ln'

Rys. 1. Powtoka przed odksztalceniem i po odksztaiceniu

Dla réwnan (1.1) podane zostaly warunki poczatkowe
(1.5) x(&,0) = x4(8), y(& 0) = yu(8), u(é, 0) = u, (),

P& 0) = @u(8), pi(£0) =p1u(E), P& 0) = pre(§)
zdeterminowane przez stan wyjéciowy (oznaczony ,) w powloce, w ktdrym intensywnoéé
naprezen osigga co najmniej granicg plastycznodci. Sformulowane réwniez byly rézne
typy warunkéw brzegowych (por. [14]).

Praca [14] nie zawiera jednak rozwiazania tak postawionego problemu. Zagadnienie
to podejmuje niniejsza praca, ktorej celem jest podanie pewnej numerycznej metody
catkowania ukladu réwnan (1.1) i opracowanie na tej podstawie schematu blokowego
oraz programu obliczen na maszyn¢ cyfrowa, a nast¢pnie rozwigzanie tym sposobem
konkretnego przypadku powloki walcowej obciaZonej parciem wewnetrznym. Roéwno-
cze$nie przeprowadzono poréwnanie otrzymanych wynikéw z rozwiazaniem analogicz-
nego zadania w oparciu o odksztalceniowg teori¢ plastycznosci uogdlniona na zakres
skonczonych odksztalcen.
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Zastosowanie teorii plynigcia plastycznego w teorii wiotkich powlok napotyka znaczne
trudnoéci natury matematycznej. Dlatego tez podjeto w tym kierunku jedynie nieliczne
préby. Stosunkowo najwigcej uwagi po§wigcono stacjonarnym procesom obrébki plastycz-
nej rur cienkoéciennych. Zagadnienie przeciagania rur bez uwzgl¢dnienia wzmocnienia
rozwazal ILjuszyN [7], a ze wzmocnieniem izotropowym, lecz w sposob uproszczony
Swirr [18] (por. takze Kuko [8]). Sciste ujecie tego problemu przy warunku plastycznosci
Hubera-Misesa i bez pomijania tarcia daje MALININ [9], a SzCczePINSKI [20] uwzglednia
ponadto kinematyczna hipotez¢ wzmocnienia.

Pierwsze rozwiazanie niestacjonarnego osiowo-symetrycznego zagadnienia tloczenia
podat HiLL [5] dla izotropowej hipotezy wzmocnienia, przyjmujac przy tym znaczne
uproszczenia. Scisle rozwiazanie tego problemu, tak dla hipotezy wzmocnienia izotropo-
wego, jak i anizotropowego, podaje SzCzePINSKI [20]. Praca ta zawiera réwniez przyklady
liczbowe rozwiazane numerycznie metoda iteracyjna (por. [19]). HiLL [4], [5] i nastgpnie
TrAN Lyu CzioNG [24] (wzmocnienie anizotropowe) rozpatrzyli — w ujeciu teorii ply-
niecia — skonczone odksztalcenia plastyczne kolowej membrany poddanej réwnomier-
nemu ci$nieniu. Uzyskali oni przyblizone rozwiazanie przy aproksymacji formy odksztal-
conej membrany powierzchnia kulista. Analogiczne zadanie przy zaloZeniu jedynie duzych
przemieszczenh omawiaja Ross i PRAGER [17].

Przedstawione wyzZej zagadnienia omawiaja tez monografie [6], [10], [12], [21], [22],
[23]. Précz wspomnianych juz rozwigzan podaja one réwniez uproszczone inZynierskie
metody obliczen stosowanych w procesach plastycznej obrébki metali. Wspdlna cecha
tych wszystkich zadan (z wyjatkiem membrany) jest to, ze forma powloki, tak przed
odksztalceniem, jak i po odksztalceniu jest z géry ustalona. Upraszcza to znacznie zagad-
nienie w stosunku do rozpatrywanego w niniejszej pracy, gdzie forma koncowa jest po-
szukiwana.

2. Metoda calkowania roéwnan powloki

Przedstawimy obecnie pewna numeryczng metod¢ rozwiazania ukladu réwnan (1.1).
Yaczy ona w sobie elementy metody charakterystyk oraz tzw. «metody prostych» (por.
[1], [2]) i polega na sprowadzeniu ukiadu réwnan czastkowych do dwéch uktadéw réwnan
zwyczajnych, ktore nastepnie rozwiazuje si¢ cifle lub (jak w naszym przypadku) jedna
ze znanych metod numerycznych. Sposéb tego sprowadzenia nie jest jednak dowolny,
lecz zdeterminowany rozkladem charakterystyk rozpatrywanego ukladu réwnan.

Przed przystapieniem do numerycznego catkowania danego ukladu nalezy wigc okresli¢
jego typ, znalezé rozklad charakterystyk (jeéli one istnieja), a takZe ustali¢ rodzaj warunkéw
brzegowych. Kierunki charakterystyczne ukladu réwnan (1.1) otrzymamy (por. [11],
[16]) z warunku zerowania si¢ wyznacznika

]»c 00 0 u(p,+p2)a
0 4 0 0 0
0 00 A 0

0 0 %lg 0 x(2p,—pi)A
0 0 4 O 0

@2.1) A= = x(2p,—p) A, = 0.
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Znajdujemy stad wektory wlasne Z;*(zb 0) i 1%(0, ). Réwnania (1.1) stanowig zatem
pewien szczegdlny quasi-liniowy uklad hiperboliczny, ktdérego charakterystykami sa
linie & = const (jednokrotna) oraz T = const (czterokrotna), co wynika z przyjecia wspol-
rzednej Lagrange’a & (a nie x) jako zmiennej niezaleznej i znacznie upraszcza sposcb
rozwiazywania. Warunki zgodnoéci na charakterystyce & = const sprowadzaja sie do
réwnania:

22 W p2) A x(2pp) B = 0.

Podobnie dla drugiego kierunku charakterystycznego (z = const) otrzymujemy réwnania
dx _ fcosg  dpy prdu £ cosp (. xQ0s |\ podf
dé ~ uxcosy’ df  u dE  ux® cosy PP cos g

fodg’
2.3) .

dy _ &sing dy 3 On P2

AE " uxcosy’ & m(f—u—ys'“¢)~
Tak wiec ukiad (1.1) rozpadt si¢ na dwie grupy zwyczajnych réwnan rdézniczkowych
(2.2) i (2.3), ktére moga by¢ spetnione wzdluz odpowiednich charakterystyk. Réwnania
te rozwigzywa¢ bedziemy numerycznie. Z postaci warunkow zgodnoéci wynika, ze funkcje
u mozemy wyznaczy¢ z rownania (2.2), funkcje x, y, @, p; z réwnan (2.3), za$ p, z alge-
braicznego zwiazku (1.2), ktéry po rozwiklaniu ma postac

3
2.4 P2 = p_2, +l/e?“— Tp% .

Obszar catkowania D(&, ) podzielimy na n czgSci za pomoca linii v = t; = const,
j=20,1,2, ..., nprzeprowadzonych w jednakowych odstgpach At = 1;—7;_;. Dla
uproszczenia zapisu oznaczymy krétko

25  wE ) =u@® =y, LT _dy o dbD o dy

e d&’ dv [ier, dr’

Podobnie jak w metodzie prostych réownanie (2.2) zamieniamy na réznicowe. Korzystnie
jest przy tym dla pochodnej funkcji postuZy¢ si¢ wzorem réznicowym

k
duj_ 1
2.6) djr L= A_rz Brrttj—r,
r=0

ktéry jest stabilny. Wartoéci liczbowe kilku pierwszych wspdlczynnikéw By, zawiera tab-
lica 1. Z réwnania (2.2) ta droga obliczymy:

Tablica 1. Wspblczynniki £y,

;
N 0 1 2 3 4

._.
_
|
—

2 1/2 0 —1/2
3 1/3 172 —1 /6
4 1/4 5/6 —3/2 1j2 —1/12
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k k
! u(pl+pz)] Z ! 2
2.7 U= ——5— P Xjey——— A,
@7) ! Bro [x(2pz—Pn) ji-1 r=0ﬂk J Bro rzlﬂk J
W najprostszym przypadku, gdy & = 1 mamy stad
PitD: Xj
2.8 u; = ;. [H—(h) (1— )]
28) ! - 2pr—pilia Xj-

Przy = = 0 wszystkie funkcje wystepujace w tych wzorach sa okref§lone przez warunki
poczatkowe (1.5).

Podstawiajac do (2.3) p, oraz u; wyrazone odpowiednio wzorami (2.4) i (2.7) dostaje-
my przy v = t1; = const uklad zwyczajnych réwnan rdzniczkowych zawierajacy jedynie
cztery niewiadome funkcje x;, y;, @;, (p));. Warunki brzegowe dla tego ukladu otrzy-
mamy kladac v = 7; w podanych w pracy [14] zaleznosciach (3.2)-(3.5). Warunki te nie
pozwalaja na bezpo$rednie obliczenie na brzegu & = &, wartosci wszystkich poszukiwa-
nych funkcji i prowadza do problemdéw brzegowych dla réwnan (2.3). Problemy te spro-
wadzamy nastgpnie do zagadnien poczatkowych (poniewaZ z uwagi na znaczng nielinio-
wo$¢ prawych stron rownan (2.3) korzystamy z metod numerycznych takich jak Eulera,
Adamsa, Rungego-Kutty itp., w ktérych catkowanie odbywa si¢ krok po kroku poczawszy
od punktu wyjsciowego), zakladajac na brzegu wyjsciowym pewne dodatkowe warunki
i rozwiazujac zadanie metoda pdlodwrotna. Do rozpoczecia obliczen potrzebna jest
zatem znajomo$¢ wartoSci funkeji x(&, 1), y(&, 7), (&, 7), P1(&, T) (PO czgéci wyzna-
czamy je z warunkow brzegowych, a brakujace zakladamy dodatkowo) oraz u(&,, r)
i p2(&y, 7) dla kazdego v = t;. Dla warunkdw (3.2) sprecyzowanych w pracy [14] wystarczy
zalozyé jedynie u(0, 7;), a woéwczas z rownan fizycznych znajdujemy

2.9 P20, 7= p:(0, 7)) = [—1nu(0, 7).

Z warunkéw brzegowych (3.4) i (3.5) bezpoérednio mozemy okresli¢ tylko x(&, 7))
i y(&, ;) zaktadajac dodatkowo u(&,, 7;) otrzymamy (ze zwiazkéw fizycznych)

2
V3
a nastepnie ¢(&,, 7) z zalezno$ci (3.3). Inne warunki wymagaja przyjecia dwéch dodat-
kowych danych na brzegu & = &,. WielkoSci, ktore dodatkowo zakladamy dla & = &,
kolejno na kazdej linii v = 7; = const, musza byé¢ tak dobrane, aby kazdorazowo spet-
nione byly wszystkie warunki zadane na obu brzegach. Wymaga to na ogdét wielu prob
(iteracja), przy czym w pierwszym przyblizeniu wygodnie jest przyjaé, ze dla 7 = 7
brakujace dane osiagaja na brzegu & = &, te same wartosci co dla 7 = 7;_, np. u(&, 7;) =
= u(&, Tj-1).

2.10) palEor ) = 12p,(E0, ) = ( )“ [—Inu(, T,

3. Algorytm obliczen

Catkowanie réwnan czastkowych (1.1) sprowadza si¢ wigc do rozwiazywania szeregu
ukiaddw zwyczajnych réwnan rézniczkowych (2.3) wzdiuz kolejnych linii T = 7; = const,
J=1,2,...,n w calym obszarze D(§, t) przy oméwionych wyzej warunkach brzegowych.
Roéwnania te bedziemy rozwigzywaé numerycznie. MozZna to uczynié opierajac si¢ $cisle
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na metodzie prostych, czyli rugujac w tych réwnaniach u; i (p,); za pomoca zwiazkéw
(2.7) i (2.4). Taki sposob postgpowania nie bylby jednak dogodny ze wzgledu na obli-
czanie pochodnej (:’1_12 wystepujacej w rownaniach (2.3). Wprawdzie wystarczyloby

wowczas zroZzniczkowaé wyraZenie (2.7), ale wtedy zachodzilaby potrzeba (zwlaszcza
przy wigkszej dokladno$ci wzoréw rdzmicowych) zachowania w pamigci maszyny

cyfrowej zbyt wielu danych na liniach 7= 7;_, =const, r=1,2, 3, ..., k, co czgsto
praktycznie nie jest mozliwe. Obliczymy wigc t¢ pochodna nieco inaczej. Podzielmy w tym
celu obszar calkowania na 2 m czg¢éci za pomocg linii § = & =const, i =0,1,2,...,2m

przeprowadzonych w jednakowych odstgpach 1/24¢ = 1/2(§—¢&;_;). Niech w(¢, 1)
przedstawia dowolng z rozpatrywanych funkcji; aby uproécié zapis oznaczmy krétko
w(&;, ;) = w;i;. W niektorych przypadkach dla lepszego rozréznienia wskaznikéw roz-

dzielaé je bedziemy przecinkiem. Chcac teraz obliczy¢ pochodnag (35) znajdujemy
i—1s]

naprzéd ze wzoru (2.7) u;;, a nastgpnie korzystamy ze schematu réznicowego analogicz-
nego do (2.6).

Pokazemy obecnie jaki ma ostatecznie przebieg numeryczne rozwigzywanie ukiadu
(1.1) oparte na metodzie Rungego-Kutty (por. [2]) calkowania zwyczajnych réwnan
rézniczkowych. Dla uproszczenia zapisu wprowadzimy przy tym nastgpujace oznaczenia
[por. (2.3), (2.4), (2.6), (2.7)]:

bcosp _ax . _ B (&_P_z sin )_éz
" uxcosy  df’ peospl\fu  x ¥ T g
B xQ 1df |1 du) dp,
3.1 = | p— 2 ||y
G.D b u(p2 p'+fucos<p) pl(fd§+u d¢ dt”’

_ _dy _ D Zy__i 2 __
E_Btg(p——d_é-) F—7+]/8l 4PI_P2y

(32) , 2,] — A&Zﬂksu‘ —s5— 1]—((15)‘ 2]

o sm (] Shl S

(3.4) M,(W)i; = yKyowiss

gdzie

(3.5) Koy = Ag, v=1,2,3,4.
dt

4
(3.6) i) = 1/6 > 0K yupicas-

rel
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Wielkoéci ¥y = y(¥) i w = w(¥) bedace wspdiczynnikami wystgpujacymi we wzorach
Rungego-Kutty przybieraja wartoéci dyskretne 1/2, 1/2, 1, 1 oraz 1, 2, 2, 1, podobnie
jak wyrazenie o = a(v) = 2, 1, 1, 0. Przy przyjetych wyzej oznaczeniach proces obliczen
bedzie przebiegac nast¢pujaco
Kv(x)i—a,j = Bi—a,jdfa
Kv(y)i—a,j = Ei—a,jAé-a
Kv(‘P)i—a.j = Cz-a.jdf,
Xiyzy-2,) = Xiz2,j+ My(X)i—a,j»
Vivay-2,) = Yi-2. 3+ M,(V)i-a,j»
Piv2y-2,) = Pi-2,j+ M, (P)i-a,>
(3.7 Uiyzy—2,) = Sl+2y—2,ja

du
(d_f)i—a,j = Li-es

K\(p))icay = Dt—a,jdf,
(P)iv2y-2.j = (PYi—2 )+ My(P)i-aj»
(Pz)i+zy—2,j = Fi+27—2,] .
Ostatecznie dla » = 4 wartosci poszukiwanych funkcji w punkcie (&;, 7;) wyznaczamy ze
WZorow
Xij = Xioa,;+H(x)i_2,5,
Yy = Yicay T HO)i2,5
@iy = Qi+ H(@i2,y,

(3.8) Uy = Siy,

(P)ij = (Piz2,j T H(P))i-2,5

(P2 = Fy,
po czym przechodzimy do punktéw (&2, 7)), (5114, 7)), -5 (62m» 7)), @ Potem na linie
Tj41 = const, 7;,, = const ..., T, = const, az skonstruujemy rozwigzanie w catym

obszarze D(¢, 7).

Jak wida¢ ze wzoréw réznicowych (3.2) i (3.3) do prowadzenia sukcesywnych obliczen
moze byé potrzebna (przy dokladniejszych wzorach) znajomos$¢ wartoéci poszukiwanych
funkeji w kilku poczatkowych punktach na liniach £ = §; = const oraz T = 7; = const.
Wartoéci te uzyskujemy za pomoca tzw. iteracji wejécia zaleznej od przyjetej metody
rozwiazywania, zastosowanych wzordw réznicowych i zadanej dokladnosci obliczen.

Przytoczone wyzej rozwazania dotyczyly, jak to zaznaczyliSmy na wstepie, powlok
wykonanych z materialéw izotropowych o charakterystyce fizycznej opisanej rownaniem
(1.2); latwo zauwazy¢, Ze przyjecie ortotropii materialu, jak w pracy [15], lub tez innego
rownania fizycznego typu F(p,, P2, &, €3) = 0 W niczym nie zmienia przedstawionego
toku obliczen. ’

4. Przyklad

W charakterze przyktadu rozpatrzymy powloke o ksztalcie walca kotowego (w stanie
nieodksztatconym) zakonczona dwoma sztywnymi, swobodnie przesuwnymi denkami,
obciazong réwnomiernie rozlozonym parciem wewnetrznym. Scianka powloki nieobcig-

6 Mechanika teoretyczna
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Zonej ma stalg grubo$¢ (f= 1). Podstawowy uklad rownan w $wietle teorii plynigcia
plastycznego ma wodwczas postaé (por. [16])

dx _ cosg dpy . p du  cosg
T ux o u _37+~—_ux (p2—p)),
dy _ sing du
4.1) %— w u(PrH’z) +x(2p2 Pl)a =0,
xQ(z)

sing = s p2=12p+ Ve —3/4pt,

2pu
gdzie 7 jest osiowa wspdtrzgdna powloki (typu Lagrange’a — por. rys. 1), a Q(z) do-
wolna monotonicznie rosnaca funkcja, ktora odtad przyjmowaé bedziemy jako Q(z) =
= Qo+7. Przy zaloZeniu pierwotnej dlugosci powtoki Ly = 2, réwnania (4.1) maja spel-
ni¢ nastgpujace warunki brzegowe (por. [14]):

4.2) x(0,7)=1, »0,7)=0, x(2, 1) =1,
3) 20, ©) = 29,0, 7) = 2 (V—23_) A —

W obliczeniach zamiast trzeciego z warunkéw (4.2) z uwagi na symetri¢ korzystamy
z zaleznoéci (1, 1) = n/2.

Warunki poczatkowe dla réwnan (4.1) stanowi rozwiazanie (przy warunkach brzego-
wych (4.2) uktadu réwnan — por. [16])

1 dx
dx _ cosg du [1+D(1+BT']

an - ux %_.—“ B(1+BD+2 ‘

CX

dy _ sing . xQ
dn ux S0P = o
powloki walcowej opartych na fizycznych zwiazkach deformacyjnej teorii plastycznosci
uogdlnionej na zakres skonczonych odksztalcen. W réwnaniach tych

2D Beetde, D=lete,
i

el=ln(d—x L » &=Inx, & =Inu.
dn cosg

T =

4.5)

Do obliczen przyjeto u = 1/3 oraz Q, = 0,4.

Réwnania (4.4) obowiazuja w danym punkcie powloki do chwili osiagniecia przez
intensywno$¢ rzeczywistych napreZzen p; granicy plastycznosci p, za ktéra w przypadku
potggowego wzmocnienia (1.2) mozna np. przyjaé tzw. umowna granicg plastycznosci.
Przy wzroscie obciazenia Q od zera do pelnej wielko$ci — warto$§é tak czy inaczej zdefi-
niowanej granicy plastycznoéci nie jest oczywiscie osiagana w calej powltoce jednocze$nie,
lecz stopniowo w coraz to wigkszej strefie. Wobec tego, w pewnym zakresie obcigzen
nalezaloby w niektérych obszarach powtoki stosowaé réwnania (4.1) (dla pi(n, 7) > p),
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a w pozostalych réwnania (4.4) (dla p,(n, 7) < p) tak dlugo, dopdki w calej powtoce nie
bedzie speiniony warunek p; > p. Taki sposob rozwigzywania cho¢ poprawny meryto-
rycznie okazuje si¢ jednak niecelowy praktycznie, gdyz jak wynika z konkretnych obliczen,
réznice migdzy rezultatami osiagnigtymi w oparciu o obie rozwazane teorie plastycznosci
sa znikomo mate w zakresie odksztalcen odpowiadajacych p. Z tego wzgledu w naszym
przyktadzie poprzestaliémy na rozwiazaniu ukladu (4.4) dla jednej ustalonej wartosci
obcigzenia Q = 0,4, a otrzymane rezultaty przyjeto jako warunki poczatkowe dla réwnan
(4.1) od razu w calej powloce. Przy Q > 0,4 obliczenia przeprowadzono juz na podstawie
rownan (4.1); réwnoczesnie jednak, celem poréwnania obu teorii, scatkowano tez ukiad
(4.4) dla szeregu wybranych wartosci Q.

Wyniki przedstawione sa na rys. 2-7*. Rysunek 2 pokazuje jakie warto$ci ostatecznie
przybiera — w zaleznoéci od zadanego obciagZenia Q — parametr u, (grubo$¢ powitoki
przy denku) przyjmowany dodatkowo (droga préb) przy zamianie problemu brzegowego
dla réwnan (4.1) i (4.4) na problem poczatkowy. Rysunek ten rzuca réwniez $wiatlo na
zagadnienie stateczno$ci powloki; dla teorii odksztalceniowej widaé wyraznie maksimum
obciazenia Q = 0,64, natomiast przy zastosowaniu zwiazkéw fizycznych teorii plynigcia

Q ———=

” N\

04

085 as 095 Up 10

Rys. 2. Wykresy funkcji @ = f(uo)

plastycznego obciazenie nie moze przekroczyé (czego nie da si¢ juz stwierdzié bezpoérednio
na wykresie) warto$ci Q = 0,77. Rysunek 3 ilustruje zmian¢ formy powloki w procesie
obciazenia. W miarg wzrostu obcigZenia roznice w ksztalcie powloki obliczanej w my$l
réwnan (4.1) i (4.4) wyraZnie si¢ poglgbiaja. Podobny wniosek nasuwa analiza rys. 41 S,
gdzie przedstawione sa krzywe opisujace zmiang¢ intensywno$ci naprg¢zen p; = p(Q) oraz
odksztalcen &, = £(Q) wybranego punktu w §rodku dhugoéci powloki (n == 1) w zalez-
noéci od obcigZenia Q. Na rys. 6 i 7 pokazano rozkiad napreZen i odksztalcer w powloce
dla Q = 0,64, tj. wowczas, gdy réznice migdzy wynikami obu teorii (w zakresie statecz-
nym dla teorii odksztalceniowej) sa najwigksze.

*Linia przerywana odpowiada teorii plyniecia na rys. 2, 3, 6, 7 oraz teorii deformacyjnej na rys. 4i 5,

[
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Rys. 3. Forma odksztalconej powtoki dla r6znych warstw obciazenia Q
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Rys. 4. Intensywno$é rzeczywistych naprezen p; w $rodku dlugosci powtoki jako funkcja obcigzenia Q

Z przytoczonych tu poréwnan wynikaja nastgpujace spostrzezenia:
1) zgodno$¢ obu teorii jest dobra przy stosunkowo niewielkich odksztalceniach;

2) w miare wzrostu obciazen zgodno$¢ ta sie psuje i powstaja istotne réZnice ilo$ciowe
i jakoSciowe;
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3) w calym zakresie obcigzen teoria plynigcia plastycznego daje nizsze wartoéci naprezen
i odksztalcen w powloce niz teoria odksztalceniowa;

4) powloka traci stateczno$¢ przy nizszej wartosci obciazenia dla teorii odksztalce-
niowe;j. .
Catkowanie zwyczajnych réwnan rézniczkowych (4.4) odbywalo si¢ metoda Rungego-
Kutty. Obliczenia przeprowadzono sposobem pdlodwrotnym, przy czym program prze-
widywal automatyczna korekte danych wyjsciowych (uy) az do spelnienia z zadang doklad-
noscig warunku ¢(l, ) = #/2 na drugim brzegu (n = 1). Schemat blokowy obliczefi
pokazuje tablica 2.
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Rys. 5. Intensywno$¢ odksztalcenn ¢; w §rodku dlugoéci powloki jako funkcja obcigzenia Q
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Rys. 6. Rozkiad rzeczywistych naprezen glow- Rys. 7. Rozklad odksztalcer giéwnych wzdiuz
nych wzdluz dlugosci powloki dla obcigze- dlugosci powloki dla obciazenia Q = 0,64

nia Q = 0,64



Tablica 2. Schemat blokowy algorytmu obliczeit ukladu réwnan (4.4)

WEJSCIE

Wybor adresbw poczatkowych
Pierwsze przyblizenie wartosci U,

|
¥ ¥

Ustawienie warunkéw na pierwszym brzegu
x(m9) = Xo y(ne) =0
+

Podprogram obliczen prawych stron

Zr
= br(nezes) r,s=1,2,3.

¥ y
(K1r)i—, = Anbr(ni_y, (Zs)-l

i=0,1,2,3, ... 2m  (2m = 100)

1
(K2n)io, = Anbr(ni-1, (Zs)i-2 +“2_(K1’)l—z

¥

1
(K3r)i_y = Anbrni_y, (Zs)‘-_z+7(K2r).-_.

— v

0
| (Kar); = Anbrlni, (Z8)i-o+ (K31 |

_ ¥
‘ Z,. = 1/6(K”-+2K2,-+2K,,-+K4,.) ’

\

(Zr); = (Zr);- +Ar
(ﬂ) = brlmy, (Zs)i-2+4r]
an /i
B ¥
' DRUK WYNIKOW
7, sing, x, 4, P\, P2, &1, €2, &

¥
\ i=2m

Modyfikacja adres6w

TAK | NIE

Badanie zgodno$ci warunkéw na

drugim brzegu: ¢ = —

7
2

TAK l NIE 5

KONIEC

4

Dobér nowej wartosci 4, przy

_)
( zastosowaniu metody siecznych
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Tablica 3. Schemat blokowy algorytmu obliczen ukladéw réwnan (1.1) i (4.1)

WEJSCIE

Y

Wezytanie wartoséci poczatkowych
x*(,0, Y0, prE0), piEo0)

v g

Ustawienie adreséw, pierwsze przyblizenie u,;
Q1=Qj—l+AQ j=0) 112) 3: ~-"K

¥ ¥

Ustawienie warunk6w na pierwszym brzegu
XoJs Yoj> Poj» (Pl)ojy (Pz)oj

¥ v {

Kv(x)i—a,j = Bi_a,j4¢,
Ky(®)i-a,) = Ci_a A,
Yit2y~2,] = .Vl-z,j‘*‘Mv(}’)l—a,j.

Kv(p)i_a.j = Di_q jA¢,

Kv(y)i-a,j = El—dJAg
Xitr2y-2,] = xi—z.j+Mv(x)i-a,j
Piy2y-2 ] = ‘Pi—z,j‘*‘Mv(‘P)i-a.j
 du
Ul+2y—z,j = S; +27-2,J» (d_E)‘ «) = Li—-a,j
(Pl)i+zy—z.j = (Px)l—z,j+Mv(Px)l—a.j
(Pz)l+zy—2,j = Fl+zy—z.j

¥
r=47
NIE | TAK
S ‘g —-— e —— l
< 8 v
23 Xty =Xia j+HX)i2.5 Vij = Yiea j+
8.8 +HO)i2,j
€ g Pi.) = P2 jHH@)ijy,  uij = Sij
§ % @) = P2 j+HP D12, jy (P)ij = Fyj
N © 3
= i=2m? l
TAK | NIE
¥
Zgodnos$¢ warunkéw na drugim brzegu?
_TAK | NIE
7 .

DRUK WYNIKOW
_E) Sin‘P, X, Y, U, D15 D2, 62' 6)

|

Zapis do pamieci obliczonych funkcji
odpow. biezacej linii czasowej

>

¥

Qj = ?

Poprawianie wartosci u,,

TAK

-NIE

Przesylanie w pamieci obliczonych funkcji i
w strefe odpowiadajaca poprzedniej linii czasowej

J ’

wg metody siecznych

-—>‘

KONIE
! C

[
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Celem numerycznego calkowania réwnan (1.1) dla dowolnej obrotowo-symetryczne]
powloki w oparciu o algorytm (3.7), (3.8) opracowany zostal schemat blokowy, ktdrego
wersje przeznaczona réwniez dla powloki walcowej przedstawia tablica 3. Sporzadzono
takze odpowiedni [stuszny zaréwno dla réwnan (4.1) jak i ogdlnego uktadu (1.1)] prog-
ram obliczen na elektroniczna maszyne cyfrowa ODRA-1013 gwarantujacy pelna automa-
tyzacje rachunkéw. Program jest opracowany w jezyku wewngtrznym maszyny, wszystkie
operacje matematyczne (za wyjatkiem rozkazoéw organizacyjnych) sa wykonywane w pa-
mieci ferrytowej. Zapewnia to maksymalna szybko$é obliczen mozliwa do uzyskania na
maszynie cyfrowej ODRA-1013. Pomimo to otrzymanie kompletnych wynikéw liczbowych
rozwigzanej powloki wymagalo kilkudziesigciu godzin nieprzerwanej pracy maszyny.
Program jest obecnie przechowywany w Osrodku Maszyn Cyfrowych przy Katedrze
Mechaniki Teoretycznej Politechniki Krakowskiej, gdzie wykonane byly wszystkie obli-
czenia.
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Pesome

YHUCJHEHHOE PENEHHME TINTACTHYECKOI'O TEUEHHUA
T'HBKUX OBOJIOUEK BPAUIEHHS B OBJIACTH KOHEUHBIX IE®OPMAIINNA

B pa6oTe paccmMaTpHBaeTCs pa3paGOTaHHBIA aBTOPAaMHM METO YMCIIEHHOTO MHTErPUPOBAHUA CHCTEMBI
(1.1), KBa3MIMHEHHBLIX CUNEPGONTAYECKUX MU DepeHIMAILHBIX YPABHEHMI NMEPBOro IOPANKA, (BbIBe-
IOeHHBIX B pabore [14]), omucobiBaommx GOPMY, HanpsyKeHUA M OedopManuH THOKHX BpaTaTeNbHO-
CHMMETPHUECKHX 000N04eK, C TOYKH 3PEHHSA TEOPHH IUIACTHYECKOTO TeueHHs, oGobiienHoi Ha obnacts
KoHeuHbIX Oedopmanmii. Ha ocrose, npencraBnexHoit B paGore GIOKCXeMbl, COCT2BJIEHO IPOrPAMMY BbI-
YHCNEHH Ha 2NEKTPOHHOM cuersoit maumae ONPA-1013, ¢ noMouso KOTOpOH peuraeTca, ¢ GoJBIIOR
TOYHOCTBIO, KOHKDETHBIH CITyuail THOKOM UHIMHADHUYECKOR ODOJIOUKH, 3arpy»KEHHOH DPABHOMEPHBIM
BHYTPEHHHMM JaBNEHHEM. Pe3ysTaThl 3THX PacueToB, CPABHMBAIOTCA C PEIICHHMEM 3HAJIOTHYHON 3ajaum
0boB1meHHoN Ae(OPMALIMOHHON TEOPHH IIJIACTUYHOCTH, NPH Pa3HBIX BEJIMUYMHAX HArPY3KH.

Summary

NUMERICAL CALCULATION OF FLEXIBLE SHELLS OF REVOLUTION
SUBJECTED TO PLASTIC FLOW AT FINITE STRAINS

The paper is concerned with a method of numerical integration of the system (1.1) of quasi-linear
hyperbolic partial differential equations that has been derived by the authors in [14]. These equations de-
scribe the form, the stresses, and the deformations of flexible shells in the light of the theory of plastic flow,
generalized for finite strains. On the basis of a block scheme (presented in the paper), a program for the
electronic computer ODRA-1013 has been established and a particular case of a thin cylindrical shell
under uniform internal pressure has been solved with great accuracy. The results of calculations have.
been compared with a solutions of an analogous problem on the basis of physical relations in the gene-
ralized deformational plastic theory at different intensities of load.
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