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1. Wstep

Wzrastajace w ostatnich latach zainteresowanie mechanika o$rodkéw sypkich spowo-
dowane jest niedostatecznym poznaniem ich cech mechanicznych przy réwnoczesnej
potrzebie doktadniejszego projektowania konstrukeji magazynujacych, transportujacych
i urabiajacych te materiaty, jak i projektowania konstrukcji z nich wykonanych. Pod po-
jeciem o$rodkow sypkich!) bedziemy rozumieé wszystkie materialy, ktére w odréznieniu
od o$rodkéw ciaglych charakteryzuja si¢, rozumianym makroskopowo, nieciagtym roz-
tozeniem masy. Nieistotne jest przy tym, czy pomi¢dzy poszczegdlnymi ziarnami oérodka
wystepuja lub nie, w stanie nieobciazonym, wzajemne oddzialywania zaréwno bezposred-
nie, jak i przy udziale oérodka wypelniajacego wolne przestrzenie — pory. W tym ujgciu
ofrodkami sypkimi bgda zardwno grunty piaszczyste, jak 1 gliniaste, ziarno, sproszkowane
rudy, cukier czy stosowane w réznych technologiach proszki.

Pomimo znacznego rozwoju prac teoretycznych i doéwiadczalnych poprawny opis
czy tez $ciste przewidywanie zachowania si¢ tych materiatéw nie zostaly dotychczas sfor-
mulowane. Spoéréd zaproponowanych koncepcji opisu daja si¢ wyrézni¢ dwie grupy.
W pierwszej przyjmuje sie zaloZenie, ze do cial tych mozZna zastosowaé podejicie kon-
tynualne. Uzyskane rezultaty maja wigc charakter fenomenologiczny. W drugiej rozpo-
czyna si¢ od analizy wzajemnych oddzialywan poszczegdlnych elementéw (ziaren) oérod-
ka. Jest to podejécie dyskretne. Niezadowalajace rezultaty obu koncepcji wynikaja czgs-
ciowo z niedostatecznej iloéci danych do$wiadczalnych informujacych o wzajemnej za-
lezno$ci pomigdzy wielko$ciami dynamicznymi (np. napr¢Zeniami, sitami) i kinematycz-
nymi (np. odksztalceniami, przemieszczeniami). Wigkszo§¢ do$wiadczen, podobnie jak
dla o$rodkow ciagtych, daje informacje jedynie o stanie deformacji ciala. W przypadku
podejscia kontynualnego napre¢Zenia okreSlane sa zazwyczaj z przestanek logicznych, jak
to ma miejsce w badaniach na prébkach walcowych czy rurkowych, lub tez obliczane na
podstawie zatozen o wlasnoSciach ciala, np. rozwigzania teorii sprezystosci dla skupio-
nych lub ciaglych obciazen zewnetrznych, czy tez rozwigzania teorii plastycznosci dla pla-
skiego stanu odksztalcenia.

1) Termin ten uzywany jest powszechnie w polskiej literaturze, cho¢ bardziej uzasadniony wydawalby
si¢ «ofrodki rozdrobnione».
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Trudnosci eksperymentalnego okre$lania stanu naprezenia w przypadku osrodkow
ciaglych zostaly czeSciowo pokonane przez zastosowanie modelowych materialdw op-
tycznie czutych (fotosprezystos¢, fotoplastycznosé). W odniesieniu do odrodkdw sypkich
podstawowa metoda do$wiadczalnego wyznaczania stanu naprezenia jest zastosowanie
specjalnie skonstruowanych elementéw pomiarowych — dynamometréw —umieszczo-
nych w pewnych punktach ofrodka. Metoda ta, dajac zdaniem wielu autoréw zadowala-
jace wyniki, budzi jednakze szereg zastrzeien z uwagi na wprowadzone zaburzenie w ba-
danym oérodku przez element pomiarowy, jak i jedynic lokalne lub cze§ciowe informacje.
Pomimo postepujacej miniaturyzacji czujnikéw i prob pomiaru wszystkich sktadowych
stanu napreZenia, jej stosowalno$é do oérodkéw o malych ziarnach lub silnych wew-
netrznych wigzaniach wydaje sie ograniczona. Klasyfikacje, zasady dziatania i opis czuj-
nikéw dynamometrycznych mozna znaleZé np. w pracy [14]. W pewnych badaniach zaste-
puje sie czasem rzeczywisty ofrodek sypki modelem oérodka ciagiego wykonanym z ma-
terialu optycznie czulego. Stosowane jest to np. przy analizie wspélpracy zapor wodnych
z podtozem [9]. Metoda ta nie moZe jednakZe mieé zastosowania w analizie rzeczywistych
wlasnodci materiatéw sypkich.

Na podstawie powyZszych rozwazaf wydaje si¢ byé celowe zwrdcenie uwagi na inng
mozliwo$é wyznaczania wielko$ci dynamicznych w oérodkach sypkich, oparta na zasto-
sowaniu optycznie czutych modelowych materiatéw sypkich. Opracowanie niniejsze ma
na celu przedstawienie dotychczas zaproponowanych optycznie czutych materialéw mo-
delowych i uzyskanych wynikow oraz pewne uwagi o dalszych mozliwoéciach rozwoju
tej metody.

Idea zastosowania modelowych materialéw optycznie czutych do analizy wielkosci dy-
namicznych w osrodkach sypkich nalezy do DANTU [2] i niezaleZnie do WAKABAYASHI
117]. W swej pierwszej pracy [2] DANTU zaproponowal uzycie dwoch réznych modeli
ofrodka: a) ofrodka utworzonego ze szklanych waleczkéw lub krazkéw, b) pottuczonego
szkla (piasku szklanego). WAKABAYASHI zajmowal si¢ gtéwnie modelem z piasku szkla-
nego. Pomimo wykorzystania tego samego zjawiska fizycznego — dwdjlomnoéé wymu-
szona na skutek dziatania obcigZzen zewngtrznych —1i identycznej w przypadku szkla
wielkosci tego efektu, zaréwno wiasno$ci mechaniczne, jak 1 uzyskiwane informacje réz-
nig zasadniczo oba te modele. Wynikaja one przede wszystkim z réznic w ksztaltach
i wielkoéciach ziaren. Rdznice te poglebily si¢ jeszcze w trakele rozwoju badan na modelu
utworzonym z waleczkéw. Z tego tez wzgledu oba modele zostana omdwione osobno,
cho¢ wielu autoréw analizowato je wspdlnie.

2. Model utworzony z waleczkéw lub krazkéw

Model o$rodka sypkiego w postaci stosu wateczkéw lub krazkéw wykonanych z me-
talu lub szkla znalazt szerokie zastosowanie w badaniach do$wiadczalnych nad statecz-
noécig 1 noénodcia podioza gruntowego. Model ten w literaturze mechaniki gruntéw
nosi nazwe modelu Taylora-Schneebeli. Zasadnicza jego cecha jest dwuwymiarowoéc
mozliwego ruchu elementéw. Waleczki lub krazki ulozone jeden na drugim, w jednej
plaszezyznie zawierajacej przekroje poprzeczne, moga ulegaé deformacji jedynie w tej
plaszczyznie. Model ten stanowi zatem idealne odwzorowanie plaskiego stanu odksztal-
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cenia. Cecha ta jest tym istotna, Ze wigkszo$¢ efektywnie rozwigzanych zagadnien no$-
nodci granicznej ofrodka sypkiego, opartych o réwnania teorii plastycznodci, dotyczy
wlaénie przypadku plaskiego stanu odksztalcenia. Uzycie rzeczywistego oérodka sypkiego,
np. piasku, umieszczonego w plaskim szklanym pojemniku, wprowadza pewne bledy
w obserwowanej kinematyce ruchu spowodowane tarciem pomigdzy piaskiem a czotowymi
szklanymi plytami. Wada modelu w postaci stosu waleczkow jest idealizacja ksztattu
ziaren i wynikajaca z niej struktura odrodka. Stosowane ksztalty, najczesciej kotowe lub
sze$ciokatne, odbiegaja dod¢ znacznmie od rzeczywistych ksztattéw np. ziaren piasku.
Wymiary waleczkow s takZe znacznie wigksze od wymiaréw drobnoziarnistych materia-
16w sypkich. Zastrzezenia te nie dyskwalifiknjg jednakze stosowalnosdci tego typu modeli,
czego dowodem jest szereg otrzymanych interesujacych wynikdw.

Model Taylora—Schneebeli stosuje si¢ do obserwacji kinematyki o$rodka sypkiego
w strefach plastycznego plynigcia. Bezposrednie okredlenie stanu naprezenia jest nie-
mozliwe. Obserwowana kinematyka moZe byé poréwnana z rozwigzaniami teoretyczny-
mi pola naprezen lub stanowié podstawe do jego teoretycznego wyznaczenia.

DANTU, W cytowanej pracy [2], zaproponowal obserwacje¢ modelu utworzonego ze
szklanych wateczkéw w $wietle kotowo spolaryzowanym. Zrédlo §wiatta znajduje sie
poza modelem, skad promienie §wiatla spolaryzowane kolowo przez analizator i éwieré-
faldéwke przechodza przez waleczki prostopadle do ich kotowych plaszezyzn czotowych
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Rys. 1

(rys. 1). W przypadku obciaZenia stosu sifami zewngtrznymi w kontaktujacych sig ze
soba waleczkach powstaja naprezenia (odksztalcenia) wywolujace zjawisko dwdjtomnosci
wymuszonej. Po przejSciu $wiatta przez druga éwieréfaldwke i polaryzator obserwuje sie,
na skutek interferencji promienia zwyczajnego i nadzwyczajnego, rézna intensywnos¢
$wiatla w pewnych obszarach poszczegSlnych waleczkéw., W przypadku monochroma-
tycznego zrodla $wiatla rézna intensywnodé zaznacza sie jako rozja$niemie (ciemnego)
lub zaciemnienie (jasnego) obrazu. Biale Zrédio $wiatla powoduje powstanie obrazu
barwnego zloZonego z barw dopetniajacych do wygaszonych przez polaryzator. Wielko$¢
tego efektu zalezna jest od czulo§ci optycznej materiatu, wartoéci przylozonego obciaze-
nia i diugosci wateczkow.

Schemat do$wiadczenia wykonanego przez DANTU przedstawiono na rys. 2a. Schemat
ten odpowiada w przyblizeniu zagadnieniu weiskania sztywnego stempla w poiprzestrzen
sprezysta. Przylegajace do stempla dwie ptytki uniemozliwiajace plastyczny wptyw materia-
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lu zostaly uZyte celem wywolania znacznych naciskow pomigdzy waleczkami. Uzyty
przez DANTU material waleczkow, ktdrych érednice wahaly sie od 2 do 6 mm, a dhugosé
wynosila 20 mm, stanowito szklo PYREX'). Na rys. 2 zaznaczono schematycznie uzys-

"

Rys. 2

kany obraz w $wietle monochromatycznym, przy ustawieniu elementéw ukladu optycz-
nego dajacych ciemne pole w stanie nieobcigZonym i rozproszonym zrédle §wiatla. Obraz
ten sklada sie z tancuchdw rozéwietlonych wateczkéw ukiadajacych sig podobnie do sys-
temu «korzeni» (na rys. 2 rozéwietlone waleczki zaciemniono). Zaréwno niewielka $red-
nica waleczk6w, jak i niewielka czulo$¢ optyczna uZytego materiatu (K = 156 Kgfem
rz. iz.) nie pozwalaja na wyrdznienie w poszczegdlnych waleczkach obszaréw o rdinej
intensywnoéci §wiatla. W efekcie zarejestrowany obraz daje jedynie jakosciowa informacje
0 rozmieszczeniu przenoszacych obcigzenia elementéw modelu. Obrazy jasne na rysunku
odpowiadaja waleczkom stabo lub w ogdle nieobcigzonym.
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Rys. 3

Drugi ze schematéw obciaZenia stosu waleczkéw byt podobny do warunkéw panuja-
cych w aparacie bezpo$redniego $cinania (rys. 2b).

) PYREX jest angielska marka szkla laboratoryjnego, charakteryzujacego si¢ duza jednorodnoscia
wlasnoéci fizycznych, a zwlaszcza wspolczynnika rozszerzalno$ci termicznej.
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W nastepnej pracy [3] DANTU zastosowal plaski model o$rodka do zobrazowania
rozktadu oddziatywan waleczkéw umieszczonych pomigdzy dwiema wysokimi pionowymi
§cianami, zamknigtymi od dotu, podezas cyklicznych zmian obcigZenia pionowego (rys. 3).
Zaobserwowal on, Ze ze wzrostem obciaZenia pionowego wzrasta rozjasnienie lancuchéw,
przy czym ich geometryczna struktura nie ulega zmianom. Gestosé lancuchdw maleje
wraz z oddalaniem si¢ od gornej, obcigzonej plaszezyzny stosu. Przy odeigZeniu struktura
laricuchéw nieznacznie zmienia si¢ dazac do bardziej jednorodne;j.

Praca [2] wskazata na mozliwo§¢ zaobserwowania sposobu przekazywania zewnetrz-
nych obcigZzen w modelowym. oérodku sypkim przy malych deformacjach, ograniczonych
zastosowanymi schematami obciaZen. Uzyskane rezultaty, aczkolwiek majace charakter
jakoéciowy, staly si¢ bodzcem do dalszych prac. .

Tematyke te podjat de JosseLin de JoNG [6]. Zastosowal on inny optycznie czuly ma-
terial — perspex (polimetakrylan metylu), z ktérego wycigto plaskie krazki. Wigksza
czuloéé optyczna perspexu (K = 120 Kg/em rz. iz.) 1 wieksze $rednice w stosunku do wa-
leczkéw uzytych przez DANTU pozwolily zaobserwowaé w poszczegdlnych krazkach,
poddanych Sciskaniu w prostokatnym pudetku, ksztalty obszaréw o réznej intensywnosci
przechodzacego $wiatla. Schematycznie przedstawia je rys. 4. Obrazy ciemne przylegaja

Rys. 4

do miejsc wzajemnego kontaktu krazkéw (uklad optyczny dawat jasne pole w stanie
nieobciazonym). De JosseLN de JONG podjal takze prébe iloéciowego okredlenia stanu
naprezenia w krazkach wykorzystujac do tego celu kompensator w postaci prostokatnej
belki poddanej czystemu zginaniu, umieszczony przed badanym modelem. Zaobserwowal
przesunigcie poziomych izochrom w kompensatorze, jednakZe nie przytoczyt konkretnych
wynikéw liczbowych. Rozwazyl tez mozliwoéé okreflenia sity kontaktu dwdch krazkéw
przez pomiar intensywno$ci $wiatla wewnatrz kotowego wycinka o $§rodku w punkcie
kontaktu. Nie uzyskat jednakze zadowalajacych rezultatéw.

Istotny krok naprzéd w iloSciowej ocenie zaobserwowanych efektéw nalezy przypisaé
zastosowaniu przez de JosSELINA de JONGA i VERRUNTA [7] znacznie czulszego optycznie
od szkfa i perspexu materiatu — zywicy CR-39 (K = 14 Kg/cm rz. iz.). Autorzy ci wyko-
nali do§wiadczenia na zbiorze plaskich krazkéw o érednicach od 10 mm do 40 mm i gru-
bosci 10 mm. Okolo 200 krazkéw zostato umieszczonych w prostokatnym pojemniku,
ktérego boczne i gérna §ciany byly ruchome i polaczone z ukladem obcigzajacym. Uktad
obciazajacy pozwalat przykladaé niezaleznie rézne obciaZenia pionowe i poziome. Na
skutek wysokiej czulosci optycznej Zywicy CR-39 istniejacy w obciazonych krazkach stan
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Rys. S

naprezenia (odksztalcenia) byt wystarczajacy do wywolania opdZnienia wzglednego pro-
mieni zwyczajnego 1 nadzwyczajnego o wartoSci kilkakrotnej dtugosci fali uzytego $wiatta
monochromatycznego. W efekcie zaobserwowano w poszczegdlnych krazkach wyraine
izochromy. Na rys. 5 przedstawiono fotografie izochrom jako$ciowo podobnych do uzys-
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kanych w pracy [7]. Uktad tancuchéw obcigzonych krazkéw z izochromami, dla pewnego
obszaru modelu, byt podobny do rys. 6. Obie fotografie wykonano przy jasnym polu
widzenia.

Mozliwo$¢ wyraznego zaobserwowania izochrom pozwolita autorom na wyznaczenie
sit kontaktowych pomigdzy krazkami. W tym celu skorzystali oni z rozwigzan teorii
sprezystodci stosowanych w elastooptyce. Zagadnienie stanu napre¢zenia w plaskim kraz-
ku poddanym dziataniu dwdch przeciwnie skierowanych sit jest klasycznym zagadnieniem
teorii sprezystodci, ktdrego rozwiazanie bardzo dobrze potwierdzaja badania elastoop-
tyczne. Stad tez plaski krazek stosowany jest wielokrotnie jako dynamometr elastoop-
tyczny. W przypadku dwdch, przeciwnie skierowanych, skupionych sit dziatajacych
wzdtuz érednicy krazka izochromy, odpowiadajace liniom maksymalnych naprefen stycz-
nych, maja ksztalt symetrycznych owali [12]. Dla sit dziatajacych wzdiuz cieciwy izochro-
my maja bardziej ztozony ksztalt. Rozwiazania te s statycznie wyznaczalne i nie uwzgled-
niaja sztywno$ci materiatu. De JoSSELIN de JONG i VERRUDT zatozyli, ze sztywno$¢ bada-
nego materiatu jest tak duza, Ze mozZna pomina¢ nie punktowe w rzeczywistosci przeno-
szenie sie oddzialywan z krazka na krazek. Przyjeli ponadto, Ze ksztalt izochrom w sg-
siedztwie kontaktu jest wystarczajaco zblizony do ko, by zadanie traktowaé jako dziata-
nie sily skupionej na pdlptaszczyznie (zadanie Flamanta). W tym przypadku zalezno$é
pomigdzy przylozona sita a maksymalnym naprezeniem stycznym wyraZa sig¢ nastgpujaco:

2P
m 2

gdzie t jest gruboécia poiplaszczyzny, a d $rednica kota, stycznego do punktu przyloZenia
sity, na ktdrego obwodzie wzor (2.1) okresla poszukiwane napreZenie styczne. Wykorzys-
‘tujac podstawowy zwiagzek elastooptyki

(2'1) 2Tmnx =0;—0; =

ni
2. —_—, =
( 2) O’J. 02 Ct 2
gdzie n jest rzgdem izochromy, A dhugoscia $wiatla, C stata elastooptyczng materiatu,
zalezno$¢ pomiedzy sila a izochroma wyraza si¢ przez

2.3) P= ern—cl}.

Z zaleznosci (2.3) mozna wyznaczy¢ poszukiwana site kontaktu, gdy znany jest rzad
i §rednica danej izochromy. Autorzy [7] przyjeli, Ze zwiazek (2.3) wazny jest dla dowolnej
liczby 1 dowolnego nachylenia sit pod warunkiem, ze korzysta sig z izochrom potozonych
w sasiedztwie kontaktu krazkéw. Kierunek dzialania sity mozna przyjaé¢ z wystarczajaca
dokladnoscia za pokrywajacy sie z symetryczng izochrom w tym obszarze. Poprawno$§¢
okreslonych w ten sposob sit kontaktowych zaproponowali sprawdzié korzystajac z row-
nan réwnowagi calego krazka. Rownania réwnowagi sil zadaja, by wielobok sit dzialaja-
cych na dany krazek byt zamkniety. Réwnanie réwnowagi momentéw wymaga, by dla
przypadku dwdch sit ich zwroty byly przeciwne, a dla trzech sit, by kierunki przecinaly
si¢ w jednym punkcie. Dla m > 3 sil kierunek wypadkowej m—2 sil musi réwniez prze-
cinaé sig¢ z kierunkiem pozostalych dwdéch sit w jednym punkcie (rys. 7). Warunki te wy-
godnie jest sprawdzaé graficznie. W rezultacie otrzymuje si¢ dla pewnego obszaru modelu
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uklad zamknigtych, faczacych si¢ wielobokdw tworzacych plan Cremony. Na rys. 8 przed-
stawiono przykfadowo uzyskany w [7] plan Cremony dla wszystkich krazkéw umieszczo-
nych w pojemniku, przy obciaZeniu pionowym wigkszym od poziomego. Poszczegdine
odcinki pomigdzy punktami 4 i B oraz C i D przedstawiaja sily dzialajace pomiedzy
krazkami a dolng i gérng §ciang pojemnika. B i C oraz 4 i D odpowiadajg $cianom bocz-
nym. Poréwnujac wypadkowe AB, BC, CD i DA z przytozonymi do écian obcigzeniami
autorzy uzyskali dobra zgodno$é.

a

Rys. 7

Praca [7] pokazala mozliwo§é dokiadnego, iloSciowego okreSlenia dyskretnego roz-

kiadu sit kontaktowych w modelowym ofrodku sypkim?). W pracy tej nie analizowano
pola deformacji.

Rys. 8

?) Liczbowe wartosci sit kontaktowych w modelu utworzonym z waleczkéw z perspexu podal takze
Weber [22]. W pracy tej nie wyjasniono jednakze, w jaki sposéb okre$lono te sity.
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3. Model z piasku szklanego

Jako drugi modelowy os$rodek sypki DANTU [2] i WAKABAYASHI [17] zaproponowali
potiuczone szklo (piasek szklany). W pracy [2] DANTU zastosowat szklo PYREX, podob-
nego materialu uzyt WaxaBsavasHi. Potluczone szklo jest materialem o wiasnosciach
mechanicznych prawie identycznych z rzeczywistym piaskiem. Ksztalt ziaren i struktura
odpowiadaja kwarcowym piaskom kopalnym, a jego uziarnienie moze byé dowolnie
dobrane. '

Material ten, cho¢ utworzony z ziaren przezroczystych, stanowi w masie ofrodek zu-
pelnie nieprzezroczysty, na skutek odbié i rozproszenia $wiatla na $cianach ziaren. Jezeli
jednak pory pomigdzy ziarnami zostana catkowicie wypetnione ciecza o identycznym

Rys. 9

ze szklem wspélczynniku zatamania $wiatla (ciecza imersyjna) ofrodek ten staje si¢ przez-
roczysty. Zjawisko to, zachodzace §ci§le dla $wiatla monochromatycznego i w okre$lonej
temperaturze, wykorzystywane jest w badaniach przeptywu cieczy przez o§rodki porowate,
badaniach predkosci dyfuzji cieczy itp. (np. [5]). Uzycie cieczy imersyjnych znane jest
takze w badaniach elastooptycznych na modelach tréjwymiarowych dla uniknigcia efektu
zalamania $wiatta (np. [8]). Jako ciecze imersyjne dla szkla moga by¢ uzyte, np. roztwér

7 Mechanika teoretyczna
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jodku amonu w iloéci 150 G na 100 cm?® wody, mieszanina benzenu i heptanu w stosunku
okoto 100:28 czgéci objgtosciowych.

DANTU | WAKABAYASH! zaobscrwowali, Ze jezeli piasek szklany z wypetniajaca pory
ciecza imersyjng, umieszczony w ptaskim szklanym pojemniku poddany jest obcigZzeniom
zewngtrznym, to w $wietle spolaryzowanym widoczne sa, dla ciemnego pola widzenia,
krétkie jasne linie ukfadajace si¢ w delikatne pasma. Zjawisko to wystepuje zardwno
w liniowo, jak i kotowo spolaryzowanym $wietle, przy czym ukiad linii jest w obu przy-
padkach rézny. Otrzymany obraz jest analogiczny do przedstawionego na rys. 9, uzyska-
nego w $wietle kolowym dla podobnego schematu obcigzenia, jak na rys. 2a. W $wietle
liniowo spolaryzowanym oprécz jasnych krdtkich linii widoczne sg szerokie, ciemne
pasma przechodzace przcz caly obszar. PoloZenie tych ciemnych pasm, jak i jasnych
linii, zalezne jest od nachylenia plaszczyzny polaryzacji. Autorzy (2] i [17] wykazali, ze
ciemne pasma sg izoklinami. Poréwnujac przebieg jasnych krotkich linii w $wietle kotowym
z trajektoriami naprezen gtéwnych, skonstruowanymi z izoklin, otrzymuje si¢ pokrywanie
tych pierwszych z jedna rodzing trajektorii. Zatem krdétkie jasne linie w $wietle kotowym
odpowiadaja kierunkom jednego z naprezen gtdwnych w danym punkcie osrodka. W pra-
cy [19] WakaBavAsHI podat fizykalng interpretacje i zaleznosei ilosciowe obserwowanego
efektu. Zalozyl on, Zze w rozpatrywanym osrodku tworzg sig pod dzialaniem obciaZen,
przypadkowo ukierunkowane fancuchy ziaren. fandcuchy te przenosza osiowo rdzne
obciaZzenia w zaleZnosci od potozenia w modelu oraz geometrii i warunkéw brzegowych
doswiadczenia. Sumaryczny efekt dwdjtomnosci dla kazdego fancucha, traktowanego
jako jednoosiowo $ciskany pret, widoczny jako rozjasnienie, jest tym wigkszy — jaéniej-
szy ancuch —im wigksze jest obciazenie. W $wietle kotowo spolaryzowanym widoczne
sg gldwnie tafcuchy najsilniej obciazone. W $wietle liniowym widoczne sg, w zaleznoéci
od nachylenia plaszczyzhy polaryzacji, pozostale tancuchy. Koncepcje istnienia obcigZo-
nych fancuchéw ziaren potwierdzaja wyniki uzyskane na modelu z waleczkéw czy kraz-
kéw oméwione w p. 2 (rys. 6).

Wykonujac pomiar intcnsywnos$ci $wiatta w pewnych obszarach modelu z pomoca
kompensatora Babinetta, WAKABAYASHI stwierdzil proporcjonalno$é $redniego efektu
optycznego do wielkosci obeiazen. Iloéciowo jest on dwa razy mniejszy niz w monolitycz-
nym szkle. Dla zastosowanych przez DANTU i WAKABAYASH[ obcigzen sxcdme rozjasnie-
nie linii odpowiada okoto 0,2 rzedu izochromy.

Oprocz wspomnianej jednej rodziny jasnych linii de JosseLiN de JoNG [6] zaobserwowal
druga rodzing, mniej wyraznych, linii prostopadiych. Wykonujac zdjecia stereoskopowe
wykazal przestrzenne utoZenie linii w modelu. Obraz uzyskiwany na normalnych zdjg-
ciach odpowiada zatem zsumowaniu si¢ linii wystepujacych na réznych odlegtosciach
od powierzchni czolowych ptaskiego modelu.

Pokrywanie si¢ jasnych linil uzyskiwanych w $wictle kotowo spolaryzowanym z kie-
runkami naprgzen gldwnych pozwolilo DANTU, WAKABAYASHI 1 NGUYEN CHANH na okre$-
lenie trajektorii gtéwnych w szeregu inzynierskich zagadnien brzegowych. DANTU [2, 3]
wykonal badania na identycznych modelach, jak na rys. 2 i 3, uzyskujac podobny ukfad
linii, jak dla wateczkéw. NGUYEN CHANH [15] wykorzystat opisywany efekt do wyznacze-
‘nia trajektorii naprezen gtéwnych w zagadnieniu parcia i odporu na pionowy mur oporo-
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wy (rys. 10). Wyniki poréwnal z rozwigzaniem teoretycznym nosnosci granicznej zadania,
uzyskujac jakosciowa zgodnos¢ kierunkéw naprezen okre§lonych teoretycznie i do§wiad-
czalnie. Obszerne badania przy najrézniejszych schematach obciaZen wykonal Waxa-
BAYASHI [17, 18, 19, 20, 217 (rys. 11) poréwnujac otrzymane wyniki z rozwigzaniami przy-

Rys. 10

blizonymi. Zbadat on weiskanie stempla, klina i dwéch zagiebionych klinéw oraz okreslit
kierunki naprezen w lejach o réznym ksztalcie i w prostokatnym polu zawierajacym
sztywny cylinder (model obudowy chodnika). Dla szeregu schematéw okreslit iloSciowo
z pomoca kompensatora Babinetta $redni efekt optyczny w pewnych obszarach, uzys-

; ; ||$I| '

E IS v L
O

Rys. 11

kujac w ten sposSb pewne informacje o wartoéci napreZen. Wspdlna cechg tych do$wiad-
czen jest ograniczenie si¢ do analizy stanu napreZenia przy bardzo matych lub zlokalizo-
wanych deformacjach o§rodka. W do$wiadczeniach ofrodek doznawal jedynie zagesz-
czenia. Stad tez nie analizowano przewaznie pola deformacji. Podobnie NGUYEN CHANK
badat pierwszy moment powstania odporu lub parcia nie okreslajac ksztaltu i cech pola
deformacji.

4. Analiza uzyskiwanych informacji

Omdéwione w p. 2 i 3 modelowe oérodki sypkie réznig si¢ nie tylko wlasnoéciami me-
chanicznymi, ale i uzyskiwanymi informacjami o wielkosciach dynamicznych.

Ofrodek utworzony z waleczkéw lub krazkow stanowi do$¢ dalekie odwzorowanie
rzeczywistego orodka sypkiego, przede wszystkim z uwagi na ksztatt i wielko§¢ ziaren.
Z drugiej jednakzZe strony rozmiary waleczkéw pozwalaja na okreélenie rozkltadu i wielko-

T
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$ci kontaktowych sit ich wzajemnego oddzialywania. Sledzac wzrost sit i ich konfiguracje
w funkcji obcigzenia zewnetrznego czy deformacji uzyskuje sig informacje, ktére moga
znaleZé bezposrednie zastosowanie przy dyskretnym podejsciu do opisu cech mechanicz-
nych materiatéw sypkich. Mozliwe jest przy tym wprowadzenic okreSlonej struktury
of$rodka poprzez dobdr wielkosci i ksztaltéw elementdw.

Powyzsze zalety tego modelu powoduja jednakze trudnoéci przy prébie wykorzystania
rezultatéw do poréwnania czy tez stworzenia opisu kontynualnego. Nalezy przy tym
wspomnieé, ze model Taylora-Schneebeli jest stosowany gtéwnie do weryfikacji doswiad-
czalnej whaénie tego rodzaju opisu. Stad tez powstaje pytanie, jak przejéé z wielkosci

t eAr - -
Rpq=-Rgp

(apq)i

Rys. 12

dla oérodka dyskretnego — sit do wielkosci dla oérodka ciagtego — naprezen. W podej-
Sciu kontynualnym. przyjmuje si¢, ze w kazdym punkcie ciala istnieje jednoznacznie
okre§lony tensor naprezenia. W przypadku zbioru waleczkéw mozna mowié jedynie
o tensorze naprgzenia dla pewnego obszaru, przy czym stan naprezenia w poszczegélnych
waleczkach jest nieinteresujacy. '
Pierwsza propozycije okreélenia tensora naprezenia dla skoficzonego obszaru z wielkoéci
sit kontaktowych podal WEBER [22]. Rozpatrzyt on udziat kazdej sity kontaktowe] E;,
gdzie p i g oznaczajg ziarna, dzialajacej na diugoéciach d;, rozumianych jako odleglosé
pomiedzy dwoma dowolnymi punktami w dwoch ziarnach (rys. 12), w sumowaniu wszyst-
kich sit dziatajacych w obszarze zawierajacym wiele ziaren. W efekcie otrzymatl nastepu-
jace wyrazenie na $redni tensor napreZenia
o
@1) Gy =my O D (R @),
p=1 g=1
gdzie 7, okreSlaja uklad wspdtrzednych, (R,,); i (a,,); sa skladowymi wektoréw ]—2;1
1 odcinkéw a,,, V objetodcia obszaru, a sumowanie nalezy wykona¢ po M ziarnach prze-
noszacych sity na M, ziaren. Wyznaczenie sktadowych o;; wymaga bardzo pracochtonne-
go sumowania sit i odleglosci wewnatrz catego obszaru.
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W pracy [11] autorzy zdefiniowali $redni tensor naprezenia 0,; analogicznie do definicji
uzytej przez HiLLA [13], omijajac skomplikowana procedure Webera. Sredni tensor na-
prezenia oy;, bedacy catka po objgtosci V z naprezen o;; w kazdym punkcie, podzielona
przez objegtosé ciala, mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci, wykorzystujac twierdzenie
Greena i przeprowadzajac symetryzacje

_ 1 1
(42) Uij:_\TfUijdV :7\7f(T,-xj-{—zj1)ds,
Vv S

gdzie T;, T; sa skladowymi sit dziatajacych na powierzchnie S objetosci V, a x,, x; od-
legtoSciami punktu dziatania sity od vkladu wspéhrzednych (i, /) (rys. 13a). Wyrazenie

Rys. 13

(4.2) oznacza, ze do okreSlenia skladowych G;; wystarczajace jest zsumowanie sit dziata-
jacych na powierzchni obszaru, a w przypadku oérodka plaskiego na obwodzie, co jest
znacznie prostsze niz w przypadku (4.1). Przeprowadzajac pewne sumowanie sit i odleg-
lodci w zwiazku (4.1) mozna wykazaé jego réwnowazno$é ze zwigzkiem (4.2), ktéry otrzy-
mano na znacznie prostszej drodze.

Powyzej zdefiniowany S$redni tensor naprezenia mozna wyznaczyé dla dowolnego
ksztattu i wielkodci obszaru i dowolnego rozkladu sit wewnatrz, czy tez na obwodzie.
Do jego wyznaczenia wystarczajacy jest plan Cremony (rys. 8) i znajomo$¢ punktéw
przylozenia sit, co daje bezposrednio fotografia zbioru (rys. 6). W przypadku konkretnego
rozkladu sit kontaktowych w zbiorze wybdr wielko$ci i polozenia obszaru jest rzecza
subiektywng. Dla uchwycenia tego wplywu, zwlaszcza przy niejednorodnym rozkladzie
sit, nalezy przeprowadzi¢ obliczenia dla réznych wymiaréw i potozenia obszaru. Ta droga
mozna okredli¢ najwlasciwsza repiezentacje o$rodka dyskretnego przez model ciagly.

W pracy [11] rozpatrzono takze inny, graficzny sposéb wyznaczania stanu naprezenia.
Wycinajac w modelu obszar kolowy mozna wykazaé, ze dla jednorodnego wewnatrz
stanu naprezenia wielobok sit dzialajacych na jego obwodzie powinien mieé ksztalt elipsy,
ktorej dtugosei pélosi giéwnych, podzielone przez érednice kota, okre§laja wartoéci na-
prezen gtéwnych, a polozenie osi kierunki gtéwne (rys. 14). Wykreslajac kolejne wieloboki
dla k6t o réznej §rednicy i réznym polozeniu érodka mozna graficznie uchwycié¢ odstepstwo
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od jednorodnoéci stanu naprezenia, a tym samym przyblizenie jakie dokonuje si¢ przyjmujac
$redni tensor naprezenia.

W pracy [22] WEBER wykonat obliczenie sktadowych tensora o;; wedtug (4.1) dla zbioru
wateczkéw poddanych hydrostatycznemu cignieniu. Otrzymat dobra zgodno$¢ z wartoécig
przylozonego ci$nienia (por. uwage w p. 2). Autorzy [10] przeprowadzili obliczenia ana-
lityczne wedtug (4.2) i graficzne dla schematu obciazenia zbioru waleczkéw przedstawio-

Plaszczyzna Fizyczna Ptaszczyzna sit

Rys. 14

nego na rys. 15 uzyskujac informacje o stanie naprg¢zenia podczas deformacji ofrodka.
W schemacie tym jedno z ramion klina bylo nieruchome, podczas gdy drugie doznawalo
obrotu zgodnie i przeciwnie do ruchu wskazdwek zegara. Spoczywajaca na stosie plyta Q,
uzyta dla zwiekszenia wzajemnych oddzialywan krazkéw z zywicy CR-39, mogla dozna-
waé dowolnych przemieszczen i obrotéw wynikajacych z deformacji zbioru. Z poréwnania

lﬂ

Rys. 15

kierunkéw gléwnych obliczonych tensoréw napreZenia z przebiegiem lafcuchéw obcia-
zonych krazkéw (rys. 6) wynika ich przyblizone pokrywanie sie. Wniosek ten potwierdza,
ze w modelu z piasku szklanego obserwowane jasne linie wyznaczaja kierunki naprezen
gtéwnych.

Przedstawione powyzej rozwaZania wskazuja, Ze modelowy osrodek sypki utworzony
z waleczkow czy krazkéw moze by¢ réwniez wykorzystany w fenomenologicznym opisie
zjawisk.

Model z piasku szklanego, z uwagi na obserwowanie efektéw sumarycznych dla wielu
ziaren, nie nadaje si¢ do podejscia dyskretnego. Z uzyskiwanych dotychczas z tego modelu
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informacji za najistotniejsza nalezy uznaé mozliwo$¢ wyznaczenia trajektorii naprezed
gtéwnych. Same wartoéci napreZen sa nieznane, a zastosowanie kompensatoréw daje
tylko pewne informacje jakosciowe. Znajomos¢ trajektorii napr¢Zen gldwnych moze
jednakze dostarczy¢ istotnych danych przy poréwnaniu rozwiazan teoretycznych z dos-
wiadczeniem. Nalezy takze zaznaczyé, Ze w pewnych przypadkach istnieje mozliwosé
analitycznego wyznaczenia stanu napreZenia na podstawie znajomosci jedynie przebiegu
trajektorii naprezen gléwnych. Réwnania réwnowagi plaskiego stanu naprezenia odnie-
sione do ortogonalnej siatki trajektorii naprezen gtéwnych, zwane réwnaniami Lame’go
Maxwella maja nastepujaca postaé

do, 0,—0, do,  0,—0,

+ =0; ——
s, 02 95, + €1

4.3) =0,

gdzie s, i s, sa dugosciami elementéw wzdhi2 trajektorii a o, p, promieniami krzywizn.
Réwnania (4.3), z ktérych kazde przedstawia rézniczkowanie wzgledem jednej zmiennej,
maja analogiczna postaé do réwnania wzdiuz charakterystyk teorii plastyczno$ci. W tym
przypadku charakterystykami sg trajektorie naprezen giéwnych. Mozna zatem znalezé
rozwiazanie uktadu (4.3) podobnie, ja to si¢ czyni w zadanich teorii plastycznosci, tzn.
rozwiaza¢ zagadnienie Cauchy’ego, charakterystyczne i mieszane. PowyZsza mozliwo$§é
zostala wykorzystana w zagadnieniach optymalizacji konstrukeji [1]. W elastooptyce nie
jest dotychcezas stosowana, cho¢ koncepcja catkowania wzdtuz odpowiednich charakterys-
tyk zostala podana w pracy [16] dla wielko$ci uzyskiwanych z izochrom.

Jak zaznaczono w p. 2 1 3, wspolng cecha dotychczas opublikowanych rezultatéw na
obu modelach jest ograniczenie si¢ do rejestracji sit czy naprezen przy bardzo matych
deformacjach, na ogdt pomijanych w analizie. Za zasadnicza tego przyczyn¢ nalezy uznaé
trudnoéci eksperymentalne: Dla wywolania efektu dwoéjtomnodci wymuszonej w modelu
z waleczkéw, a zwlaszcza w piasku szklanym, konieczne sa duZe naciski ziaren. Stad tez
w wykonanych do$wiadczeniach przykiadano obciazenie ze wszystkich stron modeln,
lub tez ograniczano jego ruch przez sztywne $ciany. Doéwiadczenia przy istnieniu wolnej
powierzchni, wobec malego ciezaru wlasnego modelu, nie pozwalaja na zaobserwowanie
efektéw optycznych. Réwniez obecno$é cieczy w modelu z piasku szklanego utrudnia
realizacje znacznych odksztalcen.

Pewng prébe pomiaru naprezen w trakcie deformacji modelu podjeli autorzy pracy
[11] (rys. 15). Obrét ramienia pozwolit uzyskaé wzglednie jednorodne pole deformacii
przy wielkosci odksztatcein postaciowych okoto 1,5%. Z pomiaru wzglgdnego poloZenia
krazkéw okre$lono $redni tensor odksztalcenia &;; dla analogicznych obszaréw kotowych
jak dla naprezen. Sredni tensor odksztatcenia zdefiniowano za HiLLem [13] jako catke
po obszarze z odksztalcen w punktach, co prowadzi przy wykorzystaniu twierdzenia
Greena do nastepujacej postaci

1
(4.4) &y = %f g;dV = Z_Vf (Ui +-U;v)ds,
v S

gdzie U; i U; sa skladowymi wektora przemieszczenia U na brzegu ciata S; v, ¥; sa skia-
dowymi jednostkowego wektora normalnego do powierzchni S (cosinusamikierunkowymi)
w punktach o danych przemieszczeniach (rys. 13b). Dla wyznaczenia &; wystarczajaca
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jest zatem znajomo$§¢ przemieszczefi brzegu. W definicji &;, podobnie jak w @;;, przyj-
muje sie zatozenie o cigglodei oérodka. Dokladna analiza uzyskanych wynikéw zostanie
opublikowana.

Zalezno$é (4.4) mozna réwniez zastosowaé do okredlenia stanu odksztalcenia w modelu
z piasku szklanego. Z uwagi jednakze na niewielkie wymiary ziaren w stosunku do calej
objetoéci modelu mozna do wyznaczenia stanu odksztalcenia skorzysta¢ z ogdlnie stoso-
wanych metod obliczania deformacji w osrodkach ciaglych np. metody siatek, gdzie
odksztalcenia okre$la sie z pomiaru przemieszczefi wezldw prostokatnej siatki (por.

np. [10]).

5. Uwagi koncowe

Z przedstawionej powyzej charakterystyki modelowych materiatéw sypkich czutych
optycznie oraz analizy uzyskiwanych z badan informacji wynika niewatpliwa warto$é
omdwionych metod do$wiadczalnego okreslenia stanu naprezenia w ofrodkach sypkich.
Metody te stanowié¢ mogg istotne uzupelnienie innych, tradycyjnych metod. Pomimo
uzyskanych interesujacych rezultatéw, szereg zagadnien pozostaje jednakze nadal otwar-
tych i wymagajacych dalszych opracowan.

Jako pierwsze zagadnienie mozZna tu wymieni¢ ograniczenie omawianych metod do
materiatéw idealnie sypkich tzn. pozbawionych spdjnosci. Otwartym problemem pozostaje
takZe okredlenie stanu naprezenia w przypadkach tréjwymiarowej deformacji. Pewne
rezultaty uzyskal DANTU [4] w badaniach na tréjwymiarowym zbiorze kul wykonanych
z zywicy Catalin. Po przyloZeniu obciazen do zbioru kul poddano caly model wygrzewaniu
uzyskujac w ten sposéb zamrozenie stanu deformacji. Ze stanu deformacii kul okreslono
wartosci sit kontaktowych z pomoca wzoréw Hertza, wiazacych wielko$¢ powierzchni
kontaktu dwdch kul z sitg nacisku. Dla wizualnego przedstawienia zamroZonego stanu
napreZzenia w kulach wypelniono wolne przestrzenie aralditem i wyciete z calego modelu
ptaskie plytki obserwowano w §wietle spolaryzowanym. Otrzymano podobne do rys. 6
ukiady izochrom bedgce jednakze efektem obcigZzen w réznych plaszczyznach.

Pewne zastrzeZenia moze takze budzié przyjeta przez de JOSSELINA de JONGA i VER-
RUNTA [7] aproksymacja rzeczywistego ksztaltu izochrom przez kota i wynikajacy stad
zwiazek (2.3). Dla uniknigcia tego btedu w pracy [11] zrezygnowano z korzystania z wy-
razenia analitycznego wykonujac skalowanie uzytych krazkéw dla réznych sit 1 réznego
stosunku $rednic. Uzyskano w ten sposéb krzywe podajace wprost zalezno$éé sity kontaktu
od oddalenia izochromy od punktu kontaktu.

Jako pozadane dalsze kierunki badan mozna na pierwszym miejscu wymienié obser-
wacje wielkoSci dynamicznych (sil, naprezen) przy znacznych deformacjach o$rodka.
Zagadnienie to jest wazne przy poszukiwaniu praw rzadzacych przeplywem materialéw
sypkich przez kanaly, leje zsypowe itp. Doswiadczenia takie pozwolilyby takze na weryfi-
kacje praw fizycznych opisujacych stan plastycznego plyniecia materiatu. Celowe bylyby
takze proby zastapienia piasku szklanego materiatem czulszym optycznie co pozwolitoby
na zmniejszenie przyktadanych obcigzeri.
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Pesmome

NPMMEHEHUE MOJIEJIBHBIX OIITHUYECKU YYBCTBUTEJBHBIX MATEPUAJIOB
I ECCIIEOOBAHUA HAIIPSDKEHHOI'O COCTOAHMUA CBIIYUHUX CPER

B paGOTe paccMaTpHMBAETCSY BO3MOYKHOCTD MPHUMEHEHMS MOXEIIBHBIX ONTHYECKH UYBCTBUTEILHLIX Ma-

TCPHUATIOR IJIsI OIPENeNeHNs HANIPSDIEHHOT'0 COCTOAHMS B ChINYYMX Cpeaax. OGC}'}I(HB,CTCH IIOL[pOGHO asa

BY,

2 MOIXENBHBIX CbINY4YHMX Cpem. a) cpeaa CoCTaBiyienHas M3 BalHKOB 6o KPYXXKOB U3 ONTHYECKH
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YyBCTBHTEIBHOIO MATEPHATIA, §) CTEKIIAHHDLIN IECOK C II0PaMH 3aIIONHEHHBIMH HMME PCHOMHON YKHIKOCTBIO,
Ha ocHOBe nMTEpATYPHBLIX AAHHBLIX U COOCTBEHHLIX HCCISJOBAHMH MPOAHATH3HPOBAHbI MEXAHMUECKHE
M ONITHUECKHE 0CODEHHOCTH 000MX MoZe el a TaldKe BHUALI HHhopMaLIMit MOTYYACMBIX M3 ONIBLITOB. YKa3hI-
BAETCHA, YTO IPH HCOOJb30BAHHH 3aKOHOB 3JIACTOONTHKHM MOJENL NOCTPOCHHASI H3 BANHMKOB CHabaer
HENOCPENCTBEHHO MH(bOPMAUMEN AUCKPETHOrO xapaKkTepa (O KOHTAKTHBIX CHJIAX), KOTODAA MOMKET
MCIIOJIL30BATECK U AJIsI KOHTHHyaJHOrO NOAXOAA NyTeM BBEJEHHsS CPENHETO TEH30pa HAIPKEHHA.
IIpuBOAUTCA METOM ONpEeHEeNeHHs KOMIOHEHT JTOTO TeH30pa. Mojens B BHAE CTEKJISHHOIO IIecKa
cooBujaer JaHHbIE O TPAEKTOPHAX IIIABHBIX HANPSOKEHHH HA OCHOBE KOTOPBLIX MOMKHO B HEKOTODLIX
CNyuasiX ONpefe/uTh aHAJIMTHUECKHM IIyTeM 3HAUeHHMs HanpsoxeHuH. PaccMOTpEHBI TaK)Ke BONpPOCEHI
ONMCAHMA CpeS.

B paboTe pacCMOTPEHbI AOCTHLHYTLIE PE3YNbTATLI M JanbHeInHe BO3MOMCHOCTH Pa3BHTHS METOAa,
KOTOPLIA NOJDKEH HAWTH IUMPOKOE MPHMEHEHHME B HAYUHBIX HCCIEeJOBaHMAX,

Summary

APPLICATION OF OPTICALLY SENSIBLE MODEL MATERIALS IN STRESS ANALYSIS
OF GRANULAR MEDIA

Discussed is the problem of application of photoelastic materials as model media for experimentat
stress analysis in granular masses. Distinguished are two kinds of model media: a) medium composed
of rollers or discs of a photoelastic material, b) crushed glass sand with pores filled by an immersion fluid.
The mechanical and optical properties of both types of models are discussed on the basis of published
data and author’s results. The rollers model furnishes direct information of the discrete character (contact
forces). These information may be, however, used also if the continua lapproach is employed by introducing
the concept of a mean stress tensor. Proposed is the procedure allowing to estimate the components of
this mean tensor. The glass sand model furnishes data on the principal stresses trajectories. In some cases
the values of stresses may be calculated if use is made of the stress trajectories. The problem of description
of the deformation of media is discussed.

The paper contains a review of recent results and discussion on further possible development of the
method, which seems to be very promising for research works in mechanics of granular media,
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