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Wazniejsze oznaczenia '

£ funkcja nastgpstwa,
[4., ;] przedzial domkniety,
Xy

x2 .
colon (x,, x5. ..., x,) = | . | macierz kolumnowa,

Xn

E, n-wymiarowa przestrzef euklidesowa,
€ symbol przynaleznoéci elementu do zbioru,
o(x) norma wektora x,
o(x’, x'") = o(x’—x"") wzajemna odleglo$¢ punktéw x’ i x”/,
K[xo, r] kula domknieta o $rodku x4 i promieniu »
L hiperpowierzchnia bez styku w przestrzeni E, (podprzestrzen E,).

W pracy podano nowa metode dowodu twierdzen dotyczacych stabilnosci i niestabil-
no$ci ruchu okresowego. Dowdd przeprowadzono wykorzystujac twierdzenie o odwzoro-
waniu zwg¢zajacym Banacha. .

Celem pracy jest wskazanie nowych mozliwosci wynikajacych z zastosowania metod
analizy funkcjonalnej w teorii uktadéw dynamicznych. Niektére mozliwoéci-wykorzysta-
nia twierdzenia o odwzorowaniu zwezajacym Banacha w tym dziale mechaniki wskazat
HovrtzMmaN [1].

Do badania uktadéw nieliniowych, w szczegélnosci o charakterystykach odcinkowo
liniowych, stosowana jest metoda odwzorowan punktowych Poincaré~Andronowa [2].

Przeanalizujmy uklad, ktérego stan dynamiczny opisany jest wspélrzednymi x,,
X2, -ery X, Wspllrzedne te okreflaja wektor x, mazywany wektorem fazowym uktadu.

Przyjmujemy nastepujace okreflenie ([3], s. 19): wektorem fazowym uktadu nazywamy
kazdy wektor x = {x;}, i =1, 2, ..., n o nastepujacych wilasnosciach:

1) sktadowe x,(¢) charakteryzuja stan dynamiczny ukfadu w chwili ¢,

2) dla danego wymuszenia u(¢) kazdy stan poczatkowy x(¢,) = X, w sposéb jednoznacz-
ny wyznacza warto$ci x(#) = x(t, to, xo) dla wszystkich 1, przy czym spelnione sg réw-
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noéci: x(¢, 7, x;) = x(¢, to, xo) jezeli x, = x(z, 1y, Xo) dla wszystkich #, T i ¢, z przedzia-
fu [tm tb] (ryS— 1) .

Réwnania rézniczkowe okre$lone w tym przedziale spetniaja warunki istnienia i jedno-
znacznosci rozwigzan. Wspéirzedne x;, i = 1,2, ..., s, nazywamy wspéirzednymi fa-
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Rys. 1

zowymi uktadu. W przypadku » = 2 wspélrz¢dne x, i x, wyznaczaja plaszczyzng fazowa
(rys. 2).

Niech dany bedzie na ptaszezyZnie fazowej tuk bez styku [4]. Pod pojgciem {uk bez
styku rozumiemy gladka krzywa /, gdy:

1. Na krzywej / nie ma ani jednego punktu osobliwego.

2. Ani w jednym punkcie krzywa nie ma styku.

Rys. 2

Sformutowanie fuk wie ma styku w punkcie M oznacza, Ze trajektoria przechodzaca
przez punkt M nie jest styczna do fuku /.

Trajektoria wychodzgca z punktu M tuku bez styku £ (rys. 2) przecina uk / w punkcie
M (w przypadku gdy nie przecina tuku /, méwimy, Ze punkt M nie ma nastgpnego na
tym fuku). PotoZenie punktu M na tuku / mozemy jednoznacznie okreli¢ za pomoca jed-
nej zmiennej niezaleznej s (zmienna ta moze byé np. odlegloéé M od konca tuku A),
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Trajektoria fazowa wyznacza wzajemna zalezno$é miedzy punktami M i M tuku bez

styku, gdyz przez kazdy punkt nieosobliwy ptaszczyzny fazowej przechodzi tylko jedna
trajektoria. Zaleznos¢ tg zapiszemy w postaci

(1 M= TM,

przy czym T jest odwzorowaniem punkiu M w M.
Jezeli istnieje punkt M* na tuku / taki, ze

M* = TM*,

to ruch opisywany przez trajektori¢ przechodzaca przez punkt M* jest okresowy (punkty
M i M pokrywaja sig).
W postaci analitycznej zaleznoé¢ (1) zapisujemy nastepujaco

5= 0().

Funkcje £2(s) nazywamy funkejg nastgpstwa ([4], s. 90, [5], s. 641).
W przypadku ruchu okresowego mamy

s = Q2.

Jest to warunek konieczny i dostateczny okresowos$ci ruchu.
Mozna wykazaé [6], Ze warunkiem koniecznym i dostatecznym stabilnosci ruchu okre-

sowego jest
dan
ds Jomgr

( (dg)
[\ dS 1 s
cykl jest niestabilny.

Zakladamy, e stan dynamiczny ukladu calkowicie i jednoznacznie opisuje # wspdl-
rzednych stanu. Wspolirzedne te wyznaczaja przestrzen fazowa n-wymiarows E,. Analo-
gicznie do pojecia tuku bez styku na plaszczyinie fazowej przyjmujemy okreslenie hiper-
powierzchni bez styku L w przestrzeni fazowej E,. Jest to gladka powierzchnia, n—1
wymiarowa, na ktdrej nie ma ani jednego punktu osobliwego i w zadnym punkcie po-
wierzchnia ta nie ma styku. )

Niech dany bedzie na hiperpowierzchni bez styku L, w przestrzeni E, punkt M,.
Wspdlrzedne tego punktu wyznaczaja wektor fazowy x° = {x?, x3, ..., x2}. Niech tra-
jektoria fazowa wychodzaca z tego punktu «przebija» hiperpowierzchnie bez styku L
w punkcie nastepnym M, nastepnie w punkcie M, itd. Otrzymujemy ciag punktéw

2 Mo, My, My, oy M, ...,

przy czym kazdy nastgpny punkt ciagu.(2) wyznaczony jest poprzez poprzedzajacy go
zaleznoScig ’

< 1.

Odwrotnie, gdy

> 1,

M=TM.
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Kreska u géry oznaczono punkt nastepny po M, T jest symbolem odwzorowania punktu
M w punkt M.

Zaleino$¢ miedzy wspotrzednymi punktéw M i M okresla relacja
€)) 5= 0(s),
E: {31’521“'75'1—1}’ § = {51,525~"’Sn—1}~

Warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby ruch wyzej zdefiniowanego ukladu byt
okresowy, jest istnienie takiego punktu s¥, Ze

4 _ st = Q(s%), sF= {sF, 5%, .., 8% ).

Dla okreélenia stabilnosci punktu stalego odwzorowania M* o wspdirzednych s* =

= {s%, s¥, ..., s¥_,} rozpatrzmy ciggi punktéw M w obszarze bliskim punktowi stalego
odwzorowania M*. W ciagu (2) kazdy punkt nastepny wyznaczony jest poprzez poprzedza-
jacy za pomoca funkcji nastgpstwa (3).

Definicia 1. Punkt stalego odwzorowania M* jest stabilny, jeZeli istnieje takie otoczenie
tego punktu

®) o(s, < &, & >0,
e wszystkie ciagi (2) z wyrazem poczatkowym M, nalezagcym do otoczenia (5) sa zbiezne
do granicy M*.

Definicja 2. Punkt stalego odwzorowania M* jest niestabilny, jezeli w dowolnie malym
otoczeniu tego punktu

6) 0(s, s )<< &5, &,>0
znajdzie si¢ cholby jeden ciag (2) z wyrazem poczatkowym nalezgcym do obszaru (6),
ktéry nie jest zbiezny do granicy M*.

Przy zalozeniu, Ze istnigja pochodne funkcji nastgpstwa w otoczeniu punktu M*,
zbudujmy macierz 4

(7) 4= [aik],
gdzie
082 .
(8) ) aik:(a_sk-)s=s: l,k— 1,2, -..,n_l,

a wiec mamy

a8, 05y 7 98,y lsmse
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Twierdzenie 1[2]. Punkt s* spetniajacy réwnoéé (4) jest stabilny w sensie Def. 1
jezeli moduty pierwiastkéw wielomianu charakterystycznego 2; macierzy A sa mniejsze
od jednosci
) 10 <1, [Z] <1,.., |4_, | <1.

Dowdd. Konieczno$é. Wezmy jako otoczenie punktu s kule domknieta K,

K, = K[s*% ¢,].

W my$l podanej definicji punkt s* jest stabilny, jezeli odwzorowanie (3) na obszarze K,
jest odwzorowaniem zweZajacym ([7], s. 54), przy czym na mocy twierdzenia Banacha
([7], s. 54) w obszarze tym znajduje si¢ tylko jeden punkt stalego odwzorowania.

Odwzorowanie (3) okreslone na obszarze metrycznym K; nazywamy za$ zwezajacym,
jezeli sa spelnione warunki

(10) 5=0(s); s5ek,
i dla dowolnych s, s'' nalezacych do obszaru K, spelniona jest nieréwnosé
(11) e (5, 5") < (s, 57),
gdzie
O0<a<l.

Przyjmujac w zwiazku (11) s" = s* oraz oznaczajac s’ = s, otrzymujemy
0 (5, s wo(s, 5%),
lecz
0 (5, 5%) = o (s—s*) = o(4s),
o (s, s*) = o(s—s5*) = o(4s),
a wigc mamy
(12) 0 (A5) < ap(As),
gdzie
A5 = s—s*, Ads=s5—s5%, 0<a<]l.
- Zatozylismy, Ze na obszarze K, funkcja (3) jest ciagla i rdZniczkowalna, rozwijamy
wigc ja w punkcie s* w szereg Taylora. Otrzymujemy

(13) 5= s*+A(s—s*)+r.
Zgodnie z wyzej przyjetymi oznaczeniami zwiazek (13) przyjmie postaé
As = Ads+r,

gdzie As = colon (ds,, A4s,, ..., A5,_1), As = colon (4s,, 4s,, ..., A4s,_,), A— ma-
cierz kwadratowa rzedu n—1 liniowych wspotezynnikéw, r — skladowe rzedu drugiego -
i wyzszych rzedéw rozktadu (3) w szereg Taylora. Jezeli otoczenie K jest dostatecznie
mate, wéwczas r &~ 0 1 wobec tego mamy
(14) As = Ads,
gdzie macierz A zdefiniowana jest zwigzkami (7) i (8).

Z (12) i (14) otrzymujemy
(15) 0(A44s) < ap(As).
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Przyjmujac za bazg podprzestrzeni L n—1 niezaleznych wektoréw wlasnych As®,
wektor As przedstawimy w postaci

n—1

As = D) bds®,

i=1
gdzie b; sa skladowymi wektora 4s.
Mamy stad

o(dds)=1¢p (A ”j biAS“’) =0 (Z_’l Ab,-As“)) = Q(HZ_‘I b,-l,-As“)) <
i=1 i=I i=1

n—1

< max| Ale (> bids®) = max| 4| o(4s),

i=1

gdzie 2; — i-ta warto$¢ wlasna macierzy A, czyli

(16) 0 (A4s) << max| ;] o(As).
1

Z poréwnania (15) i (16) otrzymujemy, ze warunek stabilnoéci (16) jest spelniony,
jezeli wartoéci bezwzgledne wszystkich pierwiastkéw wielomianu charakterystycznego
macierzy A sa mniejszé od jednosci.

Dostateczno$é. Zatoézmy wbrew tezie, ze jest spelniona zalezno$é (9) i uktad jest nie-
stabilny. Poniewaz zachodzi (9), wiec nieréwno$é (16) stuszna dla kazdego odwzorowania
cigglego zapiszemy w postaci ‘

17 0(Ads)<< Bo(ds); 0 < f <.

Zwiazek (17) oznacza, ze odwzorowanie (3) na obszarze K, jest odwzorowaniem
zwezajacym, a punkt s* jest stabilnym punktem tego odwzorowania.

Twierdzenie 2[2]. Punkt s* spelniajacy réwno$é¢ (4) jest niestabilny w sensie
Def. 2, jezeli modut ktérego$ z p1erw1astkow wielomianu charakterystycznego macierzy A
jest wiekszy od jednosci
(18) A, >1 Tub |, >1,.., b |4 ,I>1.

Dowéd. Konieczno$é. W my$l Def. 2 punkt s* jest niestabilny, jezeli odwzorowanie (3)
nie jest odwzorowaniem zwezajacym, {j. jezeli w zaleznosci (15) o > 1.

Dia odwzorowania (3) stuszny jest zwiazek (16), dla dostatecznie malego otoczenia

punktu s*. Z poréwnania (15) i (16) wnioskujemy, ze aby odwzorowanie nie bylo zweza-
jace, to max |4} > 1.

Dostatecznosé. Zatézmy wbrew tezie, 2ze zachodzi (18) i ukiad jest stabilny. Z (18) wy-
nika jednakze, Ze zaleznoé¢ (16) jest spetniona i dla takich As, ze
19) 0(4s) < p(Ads).
Z (15) i (19) otrzymujemy, ze
0(4s) < (A4s) < ap(4s),

a wiec a > 1.
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Istnieje wigc takie otoczenie punktu s*
o K, = K[s*, ¢,],
ze odwzorowanie (3) na obszarze K, nie jest odwzorowaniem zquajacym [nie spetnione
sg warunki (10) i (11)], a wigc punkt s* jest niestabilny.
W przypadku wystegpowania pierwiastkéw roéwnania charakterystycznego, modut

ktdrych jest réwny jedno$ci. Twierdzenia 1 1 2 nie okreslaja stabilnoéci i niestabilnodci
ruchu okresowego. Jest to przypadek krytyczny.
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Pezrome

0BF OJHOM BO3MOMHOCTU HOKA3ATEJHCTBA TEOPEM OB YCTOWUMBOCTHU
U HEYCTOMUYMBOCTU NEPUOOUYECKUX OBWKEHUN

B paGOTC JaHO HOBOE J0Kas3aT€JIbCTBO TEOPCM 06 yCTOl‘r‘l‘JHBOCTH H I-IeyCTOI‘:l‘IHBOCTH NEPHOAHIECKHX
IBHYKEHUH HeMuelHbIX CHCTEM. PaCCMﬂTpHBaCTCﬂ TNIOCJe0BATEJIBHOCTh TOUEK Ha IHIEPIIOBEPXHOCTH
6ea KoHTaKTa B n-MEPIHOM (baSOBOM TIPOCTPAHCTBE. CXORHMOCTB ¥ pacXoanumMoCThb 3TOU IIOCIIEOBATENBLHO-
CTH HCCIIEROBAaHa C INOMOIULIO IIPUHIHIIA CHKATBIX oroGpameHnﬁ Banaxa.

Summary

ON A CERTAIN POSSIBILITY OF PROVING THE PERIODIC MOTION
STABILITY AND INSTABILITY THEOREMS

A new proof of stability and instability of the periodic motion of a non-linear system is given in the
paper. A sequence of points lying on the hypersurface in the n-dimensional phase space is considered.
Convergence and divergence of the sequence is analyzed, the Banach contraction operator theorem being
used.
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