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Waż niejsze  oznaczenia

Q  funkcja  nastę pstwa,

[t a>  h]  przedział  domknię ty,

c o l on  (xlt  x2.  • • • ,  x„)   = macierz kolumnowa,

E„   M- wymiarowa  przestrzeń  euklidesowa,
e  symbol  przynależ noś ci  elementu do zbioru,

Q(X)  norma wektora x„
Q(X', X")  =   Q(X'—X")  wzajemna  odległość punktów  x'  i  x",

K[x0,  r]   kula  domknię ta o ś rodku  x0  i promieniu r

L  hiperpowierzchnia  bez  styku  w  przestrzeni  E„   (podprzestrzeń  E„).
W  pracy  podano  nową   metodę  dowodu  twierdzeń  dotyczą cych  stabilnoś ci  i  niestabil-

noś ci  ruchu  okresowego.  D owód  przeprowadzono wykorzystując  twierdzenie  o  odwzoro-
waniu zwę ż ają cym  Banacha.

Celem  pracy  jest  wskazanie  nowych  moż liwoś ci  wynikają cych  z  zastosowania  metod
analizy  funkcjonalnej  w  teorii  ukł adów  dynamicznych.  N iektóre  moż liwoś ci- wykorzysta-
nia  twierdzenia  ó  odwzorowaniu  zwę ż ają cym  Banacha  w  tym  dziale  mechaniki wskazał
HOLTZMAN  [1].

D o  badania  ukł adów  nieliniowych,  w  szczególnoś ci  o  charakterystykach  odcinkowo
liniowych,  stosowana  jest  metoda  odwzorowań  punktowych  Poincare- Andronowa  [2].

Przeanalizujmy  ukł ad,  którego  stan  dynamiczny  opisany  jest  współ rzę dnymi  x l 5

x2,  . . . , x„ .  Współ rzę dne  te  okreś lają   wektor  x,  nazywany  wektorem  fazowym  ukł adu.
Przyjmujemy  nastę pują ce  okreś lenie  ([3], s.  19):  wektorem fazowym  ukł adu  nazywamy

każ dy  wektor  x  =  {xt},   i =  1,2,  ...,n  o nastę pują cych  własnoś ciach:
1) skł adowe xt(t)  charakteryzują   stan dynamiczny ukł adu  w  chwili  t,

2) dla danego wymuszenia  u(t)  każ dy stan począ tkowy  x(t0)  =   x0  w sposób jednoznacz-
ny  wyznacza  wartoś ci  x(t)  =   x(t,  t0,  x0)  dla  wszystkich  t,  przy  czym  spełnione są   rów-
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noś ci:  x(t,  z,  xz)  =   x(t,  t0,  x0)  jeż eli  xt  =  x(r,  t0,  x0)  dla  wszystkich  t,  r  i  t0  z  przedzia-
ł u  [ta,  th]  (rys.  1).

Równania  róż niczkowe  okreś lone  w  tym przedziale  spełniają   warunki  istnienia  i jedno-
znacznoś ci  rozwią zań.  Współ rzę dne  xh  i =  1,2,  ...,«,  nazywamy  współ rzę dnymi  fa-

0  ta  t0  T  tb  t

Rys. 1

zowymi  ukł adu. W  przypadku  n =  2 współ rzę dne  x1  i  x2  wyznaczają   płaszczyznę   fazową
(rys. 2).

N iech  dany  bę dzie  na  płaszczyź nie  fazowej  ł uk  bez  styku  [4].  Pod  poję ciem  luk  bez
styku  rozumiemy  gładką   krzywą   /,  gdy:

1. Na krzywej  /  nie ma  ani jednego  punktu  osobliwego.
2. Ani  w jednym  punkcie  krzywa nie ma  styku.

Rys. 2

Sformułowanie  łuk  nie  ma  styku  w  punkcie  M  oznacza,  że  trajektoria  przechodzą ca
przez punkt M  nie jest styczna  do ł uku /.

Trajektoria  wychodzą ca  z punktu  M  ł uku  bez  styku  /  (rys.  2) przecina  ł uk  /  w  punkcie
M  (w  przypadku  gdy  nie przecina  ł uku  /, mówimy,  że  punkt  M  nie  ma  nastę pnego  na
tym  ł uku).  Położ enie punktu  M  na  ł uku  /  moż emy jednoznacznie  okreś lić  za pomocą   jed-
nej  zmiennej  niezależ nej  s  (zmienną   tą   może być  np.  odległość  M  od koń ca  ł uku  A),



O  PEWNEJ  MOŻ LIWOŚ CI  DOWODU  TWIERDZEŃ  443

Trajektoria  fazowa  wyznacza  wzajemną   zależ ność  mię dzy  punktami  M  i  M  ł uku  bez
styku,  gdyż  przez  każ dy  punkt  nieosobliwy  płaszczyzny  fazowej  przechodzi  tylko  jedna
trajektoria.  Zależ ność  tę  zapiszemy  w  postaci

(1)  M=TM,

przy  czym  T jest  odwzorowaniem  punktu M  w  M.

Jeż eli  istnieje  punkt  M *  na  ł uku  /  taki,  że

M*   =   TM*,

to  ruch opisywany  przez  trajektorię   przechodzą cą   przez  punkt M*  jest  okresowy  (punkty
M  i M  pokrywają   się ).

W  postaci  analitycznej  zależ ność  (1) zapisujemy  nastę pują co

s =   Q(s).

Funkcję   Q(s)  nazywamy  funkcją   nastę pstwa  ([4], s.  90,  [5], s.  641).
W  przypadku  ruchu okresowego  mamy

Jest  to warunek  konieczny  i dostateczny  okresowoś ci  ruchu.

Moż na  wykazać  [6], że warunkiem  koniecznym i dostatecznym stabilnoś ci  ruchu okre-
sowego jest

da,

Odwrotnie,  gdy

\ lAO\
> 1,.  Js

cykl jest  niestabilny.
Zakł adamy,  że  stan  dynamiczny  ukł adu  całkowicie  i  jednoznacznie  opisuje  n współ-

rzę dnych  stanu.  Współ rzę dne  te  wyznaczają   przestrzeń  fazową   w- wymiarową   E„.   Analo-
gicznie  do  poję cia  ł uku  bez  styku  na  płaszczyź nie  fazowej  przyjmujemy  okreś lenie  hiper-
powierzchni  bez  styku  L  w  przestrzeni  fazowej  En.  Jest  to  gładka  powierzchnia,  n—l
wymiarowa,  na  której  nie  ma  ani  jednego  punktu  osobliwego  i  w  ż adnym  punkcie po-
wierzchnia  ta nie ma  styku.

N iech  dany  bę dzie  na  hiperpowierzchni  bez  styku  L,  w  przestrzeni  E„   punkt  Mo.
Współ rzę dne  tego  punktu  wyznaczają   wektor  fazowy  x°  =   {x°,  x%, ..., x°}.  N iech tra-
jektoria  fazowa  wychodzą ca  z  tego  punktu  «przebija»  hiperpowierzchnię   bez  styku  L
w  punkcie nastę pnym  Mt,  nastę pnie w  punkcie  M2  itd.  Otrzymujemy  cią g  punktów

(2)  M0,M1,M2,...,M„,...,

przy  czym  każ dy  nastę pny  punkt  cią gu  (2)  wyznaczony  jest  poprzez  poprzedzają cy  go
zależ noś cią

M  =   TM.
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Kreską  u góry  oznaczono punkt nastę pny po M, Tjest  symbolem  odwzorowania  punktu
Mw  punkt M.

Zależ ność mię dzy współ rzę dnymi punktów M i M  okreś la  relacja

(3)  s =  Q(s),

Warunkiem  koniecznym  i  dostatecznym, aby  ruch  wyż ej  zdefiniowanego  ukł adu  był
okresowy,  jest  istnienie takiego  punktu s*, że

(4)  s* =  Q(s*),  s* =   {s$, at,  .»,  Jf- i}.

D la  okreś lenia  stabilnoś ci  punktu  stał ego  odwzorowania  M*   o współ rzę dnych s* —
=  {Ą ,  s%,  ..., s*_t]  rozpatrzmy  cią gi  punktów  M w  obszarze  bliskim  punktowi  stał ego
odwzorowania M*. W cią gu  (2) każ dy  punkt nastę pny wyznaczony jest poprzez poprzedza-
ją cy  za pomocą funkcji  nastę pstwa  (3).

Definicja 1. Punkt stał ego  odwzorowania  M*  jest  stabilny,  jeż eli  istnieje  takie  otoczenie
tego punktu

(5)  Q(s,s*)<eu  £ l > 0 ,

że wszystkie cią gi  (2) z wyrazem  począ tkowym  MQ  należ ą cym do otoczenia (5) są zbież ne
do granicy M*.

Definicja 2. Punkt  stał ego  odwzorowania  M*  jest  niestabilny,  jeż eli w  dowolnie mał ym
otoczeniu  tego punktu

(6)  Q (s, s*) ^  s2,  s2  > 0

znajdzie  się choć by  jeden  ciąg  (2) z wyrazem  począ tkowym  należ ą cym  do obszaru (6),
który  nie jest zbież ny do granicy  M*.

Przy  zał oż eniu,  że  istnieją  pochodne  funkcji  nastę pstwa  w  otoczeniu  punktu  M* t

zbudujmy  macierz A

(7) A =  [oj,

Izie

(8)

a więc mamy

8Q
i,  k=  1,2,  ...,  n—l;

A =

8Qi

8Q2

8Qn- 2

8s2

8Q2

ds2

8s2

8Qt

8Q2

'  di*.,.

8Qn- 2

8s2  '



O  PEWNEJ  MOŻ LIWOŚ CI  DOWODU  TWIERDZEŃ  445

T wie rd zen ie  1 [2].  Punkt.?*  spełniają cy  równość  (4) jest  stabilny  w sensie  Def. 1

jeż eli  moduły  pierwiastków  wielomianu  charakterystycznego  Aj macierzy A są  mniejsze

od jednoś ci

(9)  U i l < i ,  | A 2 ] < i , . . . , U „ _ 1 | < i .

Dowód.  Koniecznoś ć .  Weź my  jako  otoczenie punktu s kulę   domknię tą  Kt

K, =  K[a*,  e j.

W  myśl podanej definicji  punkt s* jest stabilny, jeż eli  odwzorowanie (3) na obszarze K±

jest  odwzorowaniem  zwę ż ają cym  ([7], s. 54), przy  czym na mocy  twierdzenia  Banacha
([7], s. 54) w obszarze  tym znajduje  się   tylko jeden punkt stałego odwzorowania.

Odwzorowanie  (3) okreś lone na obszarze  metrycznym Kt  nazywamy  zaś  zwę ż ają cym,
jeż eli są  spełnione warunki

(10)  s = Q(s);  seKx

i  dla dowolnych s', s"  należ ą cych do obszaru  jffj  spełniona jest nierówność

( ii )  e(s',s")<ae(s',s"),

gdzie

0 <  a.< 1.

Przyjmując  w zwią zku  (11) s"  — s*  oraz oznaczając s' =  s,  otrzymujemy

S(s, s*)<  aS(s,s*),

lecz
Q(S, S*) =  e(s- s*)  =   e(As),

Q(S, S*) ==  Q(JS- S*)  =  Q(AS),

a wię c mamy

(12)  g( d i )« OLQ(AS),

gdzie

Aś  =  s—s*,  As =  s—s*,  0 < a < l .

Założ yliś my, że na obszarze  K^  funkcja  (3) jest  cią gła  i  róż niczkowalna,  rozwijamy

wię c ją  w punkcie s* w szereg  Taylora.  Otrzymujemy

(13)  s = s*+A(s- s*)+r.

Zgodnie z wyż ej  przyję tymi  oznaczeniami zwią zek  (13) przyjmie  postać

Aś =  AAs+r,

gdzie  As =  colon  (Aś i, As2, ..., Asn_^),  As =  colon  (Aslt  As2,  ..., As„_i),  A — ma-
cierz  kwadratowa  rzę du  n—\  liniowych  współczynników,  r — składowe  rzę du  drugiego
i  wyż szych  rzę dów  rozkładu  (3) w szereg  Taylora.  Jeż eli  otoczenie Kx jest dostatecznie
małe, wówczas  r x  0 i wobec  tego mamy

(14)  As = A  As,

gdzie  macierz A zdefiniowana  jest  zwią zkami  (7) i (8).
Z  (12) i (14) otrzymujemy

(15)  e(AAs)<ae(As).
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Przyjmując  za bazę   podprzestrzeni  L n—l  niezależ nych  wektorów  własnych

wektor  As przedstawimy  w postaci

gdzie  b- t są  składowymi wektora As.

Mamy  stąd

n—l  / I—I  n — l

K- l

gdzie  A| — /- ta wartość  własna macierzy  ^4, czyli

(16)

Z  porównania  (15)  i  (16) otrzymujemy,  że warunek  stabilnoś ci  (16)  jest  spełniony,
jeż eli  wartoś ci  bezwzglę dne  wszystkich  pierwiastków  wielomianu  charakterystycznego
macierzy A są  mniejsze  od jednoś ci.

Dostatecznoś ć . Załóż my wbrew  tezie,  że jest  speł niona zależ ność  (9) i ukł ad  jest  nie-
stabilny.  Ponieważ zachodzi  (9), wię c  nierówność  (16) słuszną  dla  każ dego  odwzorowania
cią głego zapiszemy  w postaci

(17)  Q(AAS)<PQ{AS);  0 <  /? <  1.

Zwią zek  (17) oznacza,  że odwzorowanie  (3) na obszarze  Kt  jest  odwzorowaniem
zwę ż ają cym,  a punkt s* jest  stabilnym  punktem  tego  odwzorowania.

T wie r d ze n ie  2 [2].  Punkt  s*  spełniają cy  równość  (4) jest  niestabilny  w  sensie
Def.  2, jeż eli  moduł  któregoś z pierwiastków  wielomianu  charakterystycznego  macierzy A
jest wię kszy  od jednoś ci

(18)  | * i l > l  lub  | A 2 | > 1 , . . .,  lub  \ l„. 1\>\ .

Dowód. Koniecznoś ć . W myśl Def. 2 punkt s* jest  niestabilny,  jeż eli  odwzorowanie (3)
nie jest  odwzorowaniem  zwę ż ają cym,  tj. jeż eli w zależ noś ci  (15) a > 1.

D la  odwzorowania  (3) słuszny  jest  zwią zek  (16), dla dostatecznie  małego  otoczenia
punktu  s*. Z porównania  (15) i  (16) wnioskujemy,  że aby  odwzorowanie  nie było  zwę ż a-
ją ce,  to max [A; | > 1.

i

Dostatecznoś ć . Załóż my wbrew  tezie, że zachodzi  (18) i ukł ad jest  stabilny.  Z (18) wy-
nika  jednakż e, że zależ ność  (16) jest  spełniona i dla  takich As, że

(19)  Q(AS)<Q(AAS).

Z  (15) i (19) otrzymujemy, że

Q(AS)  <  Q(AAS)  ̂ ag  (AS),

a wię c a > 1.
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Istnieje  wię c  takie  otoczenie punktu  s*

K2  =  K[s*,   e2],

że  odwzorowanie  (3) na  obszarze  K2  nie jest  odwzorowaniem  zwę ż ają cym  [nie spełnione

są  warunki  (10) i  (11)], a wię c punkt s* jest  niestabilny.

W  przypadku  wystę powania  pierwiastków  równania  charakterystycznego,  moduł

których  jest  równy  jednoś ci.  Twierdzenia  1  i  2  nie  okreś lają   stabilnoś ci  i  niestabilnoś ci

ruchu  okresowego.  Jest  to przypadek  krytyczny.
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P  e 3  IO  M e

OB  OflHOH  BO3MO2KHOCTH  flOKA3ATEJILCTBA  TEOPEM  OB yCTOH ^H BOCTH

H  H EYCTOH ^H BOCTH  nEPH OflH ^ECKHX flBHMCEHHH

B  paBoTe  flaHO  HOBOe  H0i<a3aTejibCTB0  leopeM  06 YCTOH ^H BOCTH  H neycTOHHHBOcTH

flBHweiffiii   i- iejiHiiefii- ibix  cHCTeiw.  PaccMaipHBaeTCH  nocjieflOBaTejitnocTb  rcraeK  Ha rHnepnoBepxHOMH

6e3  KOHTaKTa B n- MepiIOM   (pa30B0M   npOCTpailCTBC  CxOflHMOCTt  H paCXOflHMOCTB  3TOH

CTH  HccjieflOBana  c  noMoiqwo  npHHt(Hna  cwaTt ix  oTo6pa>KeiiHH  BaH axa.

S u m m a ry

ON  A  CERTAIN  POSSIBILITY  OF PROVING THE PERIODIC MOTION

STABILIT Y  AN D  INSTABILIT Y  THEOREMS

A new proof  of stability  and instability  of  the periodic  motion of a non- linear system is given in the

paper.  A  sequence  of  points  lying  on the hypersurface  in the w- dimensional  phase  space  is  considered.

Convergence  and divergence of the sequence  is analyzed,  the Banach contraction operator  theorem being

used.
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