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1. Wstep

Analiza plastyczna konstrukeji stanowi obecnie dobrze rozwinigta dziedzing studiéw.
Niektére jej dziaty rozwingly si¢ jako zamknigte teorie poshugujace sig wlasnymi metodami
analizy. W zakresie teorii powtok plastycznych szereg zagadnien mozna traktowaé obecnie
jako klasyczne; wérdd nich wymienié nalezy:

1) no$nos¢ graniczna, czyli analiz¢ poczatkowego plynigcia sztywno-plastycznych
powlok zbudowanych z materialéw metalo-podobnych;

2) analize matych odksztalcen sprezysto-plastycznych poprzedzajacych plastyczne
plynigcie.

Szczegbélowe omoéwienie réwnan opisujacych te problemy znaleZé mozna w pracy
[61] lub w monografiach [8, 11, 58, 59]; tutaj potraktujemy je marginesowo. Nasza uwaga
skupia sie raczej na problemach wybiegajacych poza zakres zagadnien klasycznych, a mia-
nowicie, na takich zagadnieniach, jak:

3) no$nos¢ graniczna konstrukceji ztozonych, np. zbrojonych lub zbudowanych z ma-
terialéw o réznych wlasnosciach przy $ciskaniu i rozciaganiu;

4) stany pokrytyczne konstrukcji sztywno-plastycznych 1 sprezysto-plastycznych;
to zagadnienie sprowadza si¢ do analizy duzych odksztalcen plyt i powtok; .

5) analiza dostosowania si¢, czyli zachowania si¢ konstrukcji przy obciazeniach po-
wtarzalnych.

Z uwagi na analogie w metodach analizy powlok i konstrukeji plytowo-tarczowych,
przeglad obejmuje wyniki dotyczace takze tych ostatnich konstrukcji. Wylaczone
z przegladu sa problemy ksztattowania plastycznego, obliczania zbiornikéw gruboscien-
nych 1 wiekszo$¢ zagadnien lepko-spreZysto-plastycznych. Dane bibliograficzne dotyczace
zagadnien wykraczajacych poza tak zakre§lone ramy znalezé mozna w pracy przegladowej
ZYCZKOWSKIEGO [99]. Oméwieniu stanu aktualnego i kierunkéw rozwoju teorii powlok
plastycznych, jednak ze zwrdceniem uwagi na prace radzieckie, po§wigcony jest przeglad
RYCHLEWSKIEGO i Szapiro [71]. Badania w zakresie plastycznego formowania powlok
omdéwil SzczepINskI w pracach [91,92] oraz w ksigzce [93].

1) Praca przygotowana na kolokwium TASS «Progress in shell structures in the last 10 years and
its future development», Madryt 1969.



206 M. Janas, A. Sawczuk

Dla jasno$ci przedstawimy na wstepie zasady analizy plastycznej. Petny ukiad rownan
problemdéw plastyczno$ci zawiera:

1) warunek plastycznosci przedstawiony w przestrzeni naprezeft przez wypukla po-
wierzchnie zamknieta;

2) prawo plyniecia, czyli prawo chwilowego ruchu elementé6w uplastycznionych;
zwykle przyjmowane jest ono w postaci stowarzyszonego prawa plynigcia;

3) réwnania ruchu;

4) zwiazki kinematyczne opisujace predkosci odksztatcenia w zaleznosci od predkoéci
ruchu lub odksztalcenia w zalezno$ci od przemieszczen.

Rozwiazanie problemu brzegowego podaje rozkiad napregzen i predkosei przemiesz-
czen zgodne z warunkami na podporach. Poniewaz §ciste rozwiazanie tak postawionego
problemu jest rzadko osiagalne, rozwingly si¢ pewne sposoby przyblizone. Szczegdlnie
przydatne okazujq sie tu metody teorii standw granicznych. Opieraja si¢ one na dwoch
podstawowych twierdzeniach pochodzacych od GwozDpiEwA [5], HILLA [6] oraz DRUCKERA,
GREENBERGA i PRAGERA [1] i pozwalaja wyznaczaé gérne i dolne oszacowania no$nosci.
Kinematycznie dopuszczalne rozwigzania pomijaja warunki statyczne i daja oszacowania
od géry, podczas gdy rozwiazania statycznie dopuszczalne spelniaja tylko réwnania réwno-
wagi i warunek plastycznoSci.

Roézne aspekty zastosowania metod przyblizonych opartych na powyzszych zasadach
zostana omdwione w rozdzialach 3 i 4.

2. Powierzchnie graniczne

Aby mogto nastapi¢ nieograniczone .plynigcie powltoki z materialu sprezysto-plastycz-
nego lub aby powstaé mogly jakiekolwiek odksztalcenia powloki sztywno-plastycznej,
caty przekrdj powloki ulec musi uplastycznieniu. Jednakze warunek plastycznoéci okre$lany
jest zwykle przy pomocy naprezen i dotyczy izolowanego punktu w przekroju poprzecznym
powloki. Dla potrzeb analizy powtok warunek ten musi byé odpowiednio przeksztatcony,
czyli wyraZzony przy pomocy sit wewnetrznych zwiazanych z okre§lonym punktem powierz-
chni §rodkowej. Taka transformacje warunku plastyczno§ci z przestrzeni naprezen do
przestrzeni sit ulatwiaja zatozenia o prostych normalnych i o prawie plaskim stanie na-
prezenia. Dzigki temu deformacje dowolnej warstwy opisa¢ moZemy przy pomocy sze§ciu
parametrow odksztatcenia: zmian krzywizny #;; i odksztalcen powierzchni §rodkowej iu.
Stad okre$lié mozemy, dla danych predkosci odksztalcen, stan naprezet w calym przekroju
poprzecznym, korzystajac z warunku normalnoéci wektora plyniecia do powierzchni gra-
nicznej, czyli ze stowarzyszonego prawa plyniecia. NapreZenia moga byé wige okreSlone
przy pomocy sze§ciu parametrow s i la, ;. Po scatkowaniu naprezen po grubosci powtoki
otrzymujemy sily osiowe N;; i momenty M;;; one takZe zaleza od wymienionych szeéciu
parametrow kinematycznych. Nalezy zaznaczy¢, ze dzigki zaloZeniu o prostych normalnych
sity poprzeczne nie wchodza do tego przeksztalcenia. Okazuje sig, ze warunek symetrii sit
osiowych i momentéw réwnowazny jest zatozeniu o malej gruboéci powtoki w poréwnaniu
z promieniami krzywizn.
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Otrzymane wyrazenia na sity wewnetrzne sa jednorodne i zerowego stopnia ze wzgledu
na predkoéci odksztalcefi. Dlatego jedynie pie¢ parametréw moze byé niezaleznych. Eli-
minujac te parametry z sze$ciu réwnan otrzymujemy hiperpowierzchnie w szesciowymiaro-
wej przestrzeni sit osiowych N,; i momentéw M;;

(21) F(Nij, M,-,-)=0, (l',j= 1, 2)

Ta hiperpowierzchnia jest nazywana powierzchnia graniczna. Mozna tez okreéli¢ powierz-
chnig graniczna w postaci (2.1) zupelnie bez operowania naprezeniami, a traktujac powloke
jako dwuwymiarowa przestrzen zakrzywiona. Taka procedura zastosowana zostala dla
plyt w pracach [81, 82].

W teorii plastyczno$ci szeroko stosuje si¢ wprowadzone przez PRAGERA [17] pojecie
uogdlnionych zmiennych (patrz takze [7]). Wystepuja tu uogdlnione naprezenia Q;, od-
ksztalcenia g; i predkosci odksztatcen g;. Wybdr nogdlnionych zmiennych nie jest jedno-
znaczny. Jesli jako naprezenia uogdlnione przyjmiemy sity wewnetrzne powloki N, i M),
odpowiednie uogélnione predkosci odksztalcert okreSlone sg przez tozsamoséciowa zalez-
no$é opisujaca predko$é rozpraszania energii wewngtrznej

(2_2) D = fO','jE,'JdV = fQiéidA = f(M,j;ﬂ,_/"{_Nl_/j'i‘])dA,
14 A A

gdzie V oznacza calkowita objetosé ciata, za§ 4 — catkowita powierzchni¢ $rodkowa
powloki.

Okazuje sig, Ze stowarzyszone prawo plyniecia zachodzi takze i dla zmiennych uogdlnio-
nych. Dlatego uogdlnione predkosci odksztalceri moga byé otrzymane z (2.1) przy pomocy
zaleZzno$ci potencjalnej

. oF o oF
(2.3) Ay=v Wy = VOMU R

ONy’
gdzie, zgodnie z zasada o nieujemnodci dysypacji energii w czasie plastycznego plyniccia,
skalarny mnoznik v jest nieujemny.

Warunek plastycznosei (2.1) mozna zapisaé przy pomocy skfadowych stanu naprezenia,
choé nie wszystkie te skladowe sa wielko$ciami uogélnionymi w rozumieniu definicji (2.2).
Z drugiej strony, niewystepowanie niektorych skladowych w warunku plastycznoéci nie
musi oznacza¢ znikania odpowiadajacych im skladowych predkoéci odksztalcen. Te skia-
dowe staja si¢ wéwczas reakcjami kinematycznymi.

Dla poprawnego formulowania teorii przyblizonych niezbgdna okazuje si¢ analiza
wlasnoéci geometrycznych powierzchni granicznych. Dyskusje takich wlasno$ci dla ma-
teriatéw spelniajacych warunki plastyczno§ci Hubera—Misesa 1 Treski przeprowadzili
SAwcCzUK 1 RYCHLEWSKI [88]. Badali oni powloki pelnoécienne i sandwiczowe i wykazali,
7e powierzchnie graniczne uzyskane dla poszczegdlnych typow powlok sa rzutami lub
przecigciami ogdlnej hiperpowierzchni opisanej w wielowymiarowej przestrzeni sit we-
wnetrznych, Duza liczba wymiardw jest jedna z gtéwnych trudnoéci w operowaniu powierz-
chniami granicznymi, dlatego celowe staje si¢ dazenie do zmniejszenia tej liczby. Jedna
z mozliwych drég postgpowania jest wprowadzenie nowych zmiennych uogdlnionych
bedacych kombinacjami sit wewnetrznych; takie podejécie bylo omawiane przez Ry-
CHLEWSKIEGO [70].
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Plastycznie anizotropowe powloki otrzymuje si¢ badz przez zastosowanie materiatéw
anizotropowych (anizotropowe kontinuum), badZ przez takie rozmieszczenie materiatn
izotropowego, ze powloka uzyskuje wiasnoéci zalezne od kierunku (np. powloki faliste,
zbrojone czy zebrowane). Te dwa typy anizotropii zwane sa zwykle fizycznym oraz tech-
nicznym lub konstrukcyjnym. Oba typy anizotropii daja inne réwnania powierzchni gra-
nicznej. Réznice te omawiane byly przez MrozA [53] oraz w pracy [73].

Powloki zbudowane z plastycznie nieizotropowego osrodka ciaglego (anizotropia
fizyczna) analizowalo wielu badaczy. Dla materialéw spelniajacych warunek Hubera-
Misesa (OLszAK i URBANOWSKI [14]) powierzchnie graniczna podano w [74]. Podobne wy-
niki, ale dla warunku HiLLA [6], otrzymal MikeLADZE [13]. Dyskusje wlasnosci powierzchni
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Rys. 1. a) Warunek plastycznoéci dla réznych granic plastycznoéci przy $ciskaniu i rozcigganiu przedsta-
wiony w przestrzeni naprezefi gtéwnych, b) powierzchnia graniczna dla kotowych powltok walcowych [72]

granicznych dla odcinkowo liniowych warunkéw plastycznosei przeprowadzono w pra-
cach [20, 58]. Powierzchnie graniczng dla zebrowanych powlok walcowych podali Brron
i Sawczuxk [22].

W przypadku materialdw, dla ktérych obowiazuja inne warunki plastycznosci niz
Hubera-Misesa i Treski, problem budowy powierzchni granicznych jest bardziej ztozony.
Przed zastosowaniem przedstawionej powyzej procedury nalezy okreéli¢ odpowiedni wa-
runek plastycznofci. SANKARANARAYANAN i OLszAK [72] przyjeli dla plaskiego stanu na-
prezenia warunek opisany w przestrzeni napreZzen gtdwnych przez nieregularny sze§ciokat.
Na rys. 1 pokazano uzyskang przez nich powierzchnig graniczna dla powloki walcowe;
zbudowanej z materialu o réznych granicach plastycznosci przy rozcigganiu i $ciskaniu.

Cechy powierzchni granicznych zbudowanych z materialéw znakoczulych (np. beton)
zashuguja na specjalng uwage. Dla materialéw charakteryzujacych sie¢ w plaskim stanie
napre¢zenia trzema granicami plastycznos$ci: o, — przy Sciskaniu, ¢, = o, — przy rozcig-
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ganiu i g, = o, — przy maksymalnym $cinaniu, mozna przyjaé (przy x» < 1), warunek
maksymalnych naprezen normalnych. Taki warunek, pokazany na rys. 2, zastosowano
w pracy [30] do wyznaczenia powierzchni granicznej dla powlok niesymetrycznych.

W przypadku przekrojéw niejednorodnych (wielowarstwowych lub zbrojonych), przy
catkowaniu naprezen po gruboéei przekroju nalezy uwzglednié zmienno$¢ warunku plastycz-
nosci [35]. Szczegdlnie wazny jest tu przypadek Zelbetu. Dla Zelbetowych plyt zbrojonych
ortogonalnie przyjmuje si¢ na ogét warunek kwadratowy lub prostokqtny, chociaz niektérzy
autorzy (np. KwiECNsky [44-47]) podaja inne propozycje. Jedli pominaé wytrzymato§é
betonu na rozciaganie, to caly przekrdj zelbetowy moze byé traktowany jako spelniajacy

Rys. 2. Warunek najwickszych naprezen giow- Rys. 3. Powierzchnia graniczna dla zelbe-
nych dla materialdw znakoczulych [30] towego zbiornika walcowego [86]

warunek najwiekszych naprezef normalnych (rys. 2); Mamy wéwczas x = 0 w betonie
oraz x = 1 w warstwach zbrojenia. Dla zbrojenia rozlozonego symetrycznie w co najmniej
dwdéch warstwach, dobre przyblizenie daje przyjecie przekroju jednorodnego z odpowiednio
dobranymi zastepczymi granicami plastyczno$ci przy $ciskaniu i rozciaganiu (JANAS,
Koxig [35]).

Przy kwadratowym warunku plastycznoéci sily wewnetrzne w jednym kierunku gtdwnym
nie zalezg w stanie plastycznym od sit w drugim kierunku. Wobec tego powierzchnig
graniczna w przestrzeni gléwnych sit vogdlnionych mozna przedstawié w postaci dwoch
niezaleznych krzywych w plaszczyznach M, N, i M,N,. Podejicie oparte na tej whasnosci
bylo zastosowane przez MRozA [53, 56] oraz SAwcCzukA 1 Orszaka [87]. Dla powlok
walcowych powierzchnia graniczna uzyskana przy pominigciu zbrojenia $ciskanego podana
zostala przez SAWCzZUKA i KONIGA [86] i przedstawia soba skoficzony walec paraboliczny
(rys. 3) w przestrzeni sity obwodowej N, oraz osiowego momentu M, i sily N...

Zalozenie o niezaleznoSci uplastycznienia w kazdym z kierunkéw gléwnych moze byé
wykorzystane takze i w przypadku odksztalcen nie spelniajacych warunku obrotowej
symetrii. Mamy woéwczas powierzchnig graniczng dla kazdego z kierunkdéw gtéwnych
identyczna z zaleznoscia dla prostokatnych pretéw obeigzanych mimoérodowo. Odpowied-
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nie krzywe graniczne dla réznych rodzajéow przekrojéw podano w pracy [32]. Na rys. 4
pokazano ogdlna krzywa graniczng dla przekroju podwdinie zbrojonego; linia przerywana
przedstawia uproszczona zaleznos$¢ [87] pomijajaca zbrojenie §ciskane. Na rys. 5 pokazano
krzywa graniczna dla jednowarstwowego zbrojenia ulozonego w Srodku przekroju [55].

Pewne uproszczenia powierzchni - granicznych wprowadzi¢ moina w szczegdinych
rozpatrywanych przypadkach. Mréz i XU-BING-YE [57] zaproponowali wygodne uprosz-
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Rys. 4. Krzywa graniczna dla podwdjnie Rys. 5. Krzywa graniczna dla symetrycz-
zbrojonego przekroju zelbetowego [35] nego, pojedynczo zbrojonego przekroju

zelbetowego

czenie powierzchni uzyskanej przez ONATA 1 PRAGERA [L6] dla powlok obrotowo sy-
metrycznych spetniajacych warunek Treski. Przyblizone powierzchnie graniczne stosuje
sie niemal we wszystkich rozwigzaniach zagadnien z duzymi odksztatceniami powlok.

3. No$noé¢ graniczna

Gléwnym problemem teorii stanéw granicznych jest okre§lenie obciaZenia niszczacego.
Uzyskane dotychczas rozwiazania problemdw brzegowych dla poczatkowego plastycznego
plyniecia dotycza niemal wylacznie przypadkéw obrotowej symetrii (szczegdly — patrz
Hobae [8]). Duzg liczbe wynikéw przytoczyli MASSONNET i SAVE [11] oraz OLSZAK i SAw-
CZUK [61]. '

Sciste rozwiazania oraz gérne i dolne oszacowania noénoéci metalowych koput sfe-
rycznych uzyskane zostaly przez Mroza i Xu BING-YE [57] przy odpowiednio uproszczonej
powierzchni granicznej dla materiatu Treski. KONIG [40] poréwnat pola predkosdci w stanie
zniszczenia powlok walcowych dla dwéch réznych praw plynigcia: dla prawa potencjalnego
(2.3) i dla pewnego prawa niestowarzyszonego. BIRON i SAwcCzuk [22] zaproponowali
metode catkowania réwnari opisujacych stan grémiczny powlok zebrowanych i podali
pewne rozwigzania dla przypadku powlok walcowych. Pordwnanie analizy plastycznej
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powloki walcowej przy réznych powierzchniach granicznych przeprowadzone zostalo przez
Sawczuka i HonGeE’A [85]. Wynika zen, ze pola naprezen i predko§ci przemieszczesi
zaleza wyraznie od przyjetego warunku plastycznosei, podczas gdy ciénienie niszczace
zmienia sig w mniejszym stopniu.

Kompletne rozwigzania zadan no$noéci granicznej dla przypadkdw nie spelniajacych
warunku obrotowej symetrii sa bardzo rzadkie. Wymieni¢ tu nalezy prace RYCHLEWSKIEGO
[69] dotyczaca powlok helikoidalnych, gdzie giéwna uwage poswiecono mechanizmom
zniszczenia.

W ogélnym przypadku, gdy réwnania opisujace problem noénoéci granicznej rzeczy-
wiscie zale2a od dwoch wspolrzednych, stosowane byé musza metody oszacowania noénosci
od géry i od dotu. MrOWIEC i Zyczrowski [51, 52] podali oszacowania dolne dla no$nosci
rurociggu poddanego zginaniu i cisnieniu wewnetrznemu. Metody oszacowania no$nofci
od géry omoéwione zostana w nastepnym rozdziale.

Odksztalcenia sprezysto-plastyczne badane byly przez KOn1Ga [39], ktory podal ogélne
wyraZenia opisujace przemieszczenia. KoniG i KLEPACZKO [43] badali teoretycznie i do-
$wiadczalnie wptyw zamocowania brzegéw powloki walcowej na pola naprezen w fazie
poprzedzajacej wyboczenie.
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Rys. 6. Obciazenia graniczne dla siloséw zelbetowych [86]

Metody poszukiwania rozwiazan kompletnych pokrewne sa metodom stosowanym
w projektowaniu optymalnym. Optymalne projektowanie konstrukcji plastycznych polega
na okre$laniu ich wymiaréw przy pewnych dodatkowych warunkach dotyczacych funkeji
kosztéw (np. objetosé materiatu, koszty wykonania itp.). W tej dziedzinie prace Mroza
[54-56] wnosza duzy wklad dotyczacy twierdzefi podstawowych oraz konkretnych roz-
wigzah dla powlok zbrojonych. LUkASiIEwWICZ [48] rozpatrywal obrotowo-symetryczne
powloki zblizone ksztaltem do stozkowych, zbudowane z materiatu spelniajacego warunek
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Treski. Warunek jednakowego wyteZzenia calej konstrukcji w stanie blonowym pozwolit
na okreslenie optymalnego ksztaltu i grubosci powloki.

Dobrze rozwinigta dziedzing teorii stanéw granicznych dysponujaca szeregiem komplet-
nych, zamknietych rozwiazan jest analiza powlok Zelbetowych. Rozwigzanie dla walco-
wego zbiornika poddanego ciénmieniu wewnetrznemu podali SAwczuk i OLszax [87],
za§ SAwCzUK i KONIG [86] rozwazali przypadek wykladniczo narastajacego cisnienia.
Jedynie dla niektdrych schematdw zniszczenia obcigZenie graniczne wyraza si¢ w postaci
zamknietej; w innych przypadkach rozwigzanie okreéla uktad réwnan przestgpnych. Na
rys. 6 podano wykres ciSnienia p, w zaleznoéci od parametru geometrycznego ¢* = Ny L?/
|RM,, gdzie Ny i M, oznaczaja moduly plastyczne. Wykresy sa podane dla réznych war-
toéci parametru ¢ = 2ukL/R (u jest wspdlczynnikiem tarcia o §cianki, k — wspdtczynni-
kiem tarcia wewnetrznego, y — ciezarem objetoSciowym materialn). Przypadki szczegdlne
pw=10, k=1 oraz k - co daja odpowiednio ciénienia: hydrostatyczne i réwnomierne.

MROz [53] uzyskat rozwigzania kompletne dla zelbetowej kopuly, dla &cigtego stozka
i dla walca, przy zastosowaniu zlinearyzowanej krzywej granicznej.

4. Metoda kinematyczna

Z wyjatkiem przypadkow symetrii obrotowej kompletne rozwiazania zagadnien analizy
plastycznej sa rzadko osiagalne. Dlatego podejécie dajace gérne oszacowania nosnosci
przyciaga szczegblng uwagg. Wirdd pierwszych prac stosujacych te metode do powlok
niesymetrycznych wymienié¢ nalezy wyniki FIALKOWA [2] i RzAnicyna [18]. Ten ostatni
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Rys. 7. Zaleznosci kinemzityczne w uogélnionym przegubie plastycznym [37]
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zastosowal w przypadku powlok pojecie linii zatomu wprowadzone przez JOHANSENA [9]
dia plyt.

Eksperymentalne i teoretyczne studium dotyczace podstaw teorii linii zaloméw dla
Zelbetowych powlok walcowych podano w pracy [75]. W pracy [28] rozpatrzono mechaniz-
my zniszczenia odpowiadajace obrotom sztywnych platéw wzgledem przestrzennego ukla-
du osi. Dla takich mechanizméw w przegubach plastycznych wystepuja §cinania w plasz-
czyznach stycznych do powtoki i linie skupionych odksztalceri nie pokrywaja sie z gtow-
nymi kierunkami odksztalcen.

Pojecie takich uogdlnionych przegubéw plastycznych wyjasnione jest na rys. 7 i 8. Ry-
sunek 7 podaje wektorowe przedstawienie chwilowego ruchu dwoéch sztywnych platéw

Rys. 8. Nieciaglodci przemieszczen w uogéinionym przegubie plastycznym [35]

plaskiej konstrukcji. Na linii dzielacej ptaty wystepuja niecigglo$ci kata obrotu oraz nor-
malnych i stycznych przemieszczen plaszezyzny §rodkowej, ktére sa odpowiednio réwne

(41) ‘;’]=<P12, f]n]:tl»lllz, ﬁy] =@1A =@2A

Jak pokazuje rys. 8, nieciaglofci te daja skupione odksztalcenia. Sa one nowymi nogdlnio-
nymi predkosciami odksztalcen: krzywizng — %,, = @], osiowym odksztalceniem nor-
malnym A,, = fJ,,] i odksztalceniem postaciowym na powierzchni $rodkowe;j Ao =" o,].
Obliczenie dysypacji energii jest wowczas pracochlonne, lecz uzyskane na tej drodze gdrne
oszacowania no§noéci moga dawac znacznie nizsze warto§ci w poréwnaniu z wynikami
opartymi na prostej teorii linii zalomow, jak np. w pracy [18]. Na rys. 9 podano gérne
oszacowania no$noSci matowyniostego przekrycia walcowego uzyskane w pracy [29] dla
réznych wielkoéci parametrow stosunkéw dlugo§é—szerokosé A = L|b i grubosé—wynioslosd
w == h|f. Przedstawione wyniki dotycza wytrzymatosci przekroju przy osiowym rozcia-
ganiu N, réwnej 109 wytrzymatodci przy &ciskaniu N,. Linie ciagle oznaczaja omawiane
rozwiazanie, za$ linie przerywane odpowiadaja rozwigzaniu przyblizonemu opartemu na
warunku plastyczno$ci w postaci o§mio§cianu opisanego na pokazanych na rys. 1 stozkach.
Linie osiowe przedstawiaja wyniki dla uproszczonej teorii linii zatoméw.

Podejscie podobne do oméwionego powyzej zastosowane zostalo w pracy [37] do analizy
tukowych zapér zelbetowych. Szereg waznych wzoréw na dysypacje energii w uogdlnio-
nych przegubach plastycznych podany zostal przez JANASA 1 KONIGA w pracy [35]. W przy-
padku, gdy udziat energii pochlonigtej przez odksztalcenia gigtne jest maly w poréwnaniu
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z cala energia rozpraszana w procesie odksztalcenia plastycznego, wyrazi si¢ ona wzorem
Nc ) 2 [ 2 o
(42) D = *"2'_" {(1 +2 Z 7]i) 1/ Un] + UI] - Un]} .

Intensywno$é i-tej warstwy zbrojenia oznaczono przez 7;, N, oznacza wytrzymatosé
przekroju betonowego na sciskanie, za$ niecigglosci (7,,] { (},] obja$nia wzdr (4.1) i rys. 8,
W [35] podano przyklady liczbowe gérnych oszacowan noénoéci dla przekryé walcowych,
paneli o podwdinej krzywizaie i dla tarczownic.
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Rys. 9. Obciazenia graniczne dla matowynioslego przekrycia walcowego [29]

Mechanizmy zniszczenia realizujace si¢ poprzez powstanie ukladu linii zatloméw badane
byly w pracach [31, 38]. Wykazano tam, Zze je$li przy réznoimiennym zginaniu momenty
graniczne sa rézne, to powierzchnia §rodkowa musi doznawaé odksztalcer nawet w przy-
padku czystego zginania. Je§li wiezy poprzeczne przeciwstawiaja si¢ powstaniu takich
odksztalcen, to od samego poczatku procesu deformacji wystepuja takze i w plytach sity
osiowe (efekt tarczowy). Plyty zachowuja sie wtedy nawet przy maltych odksztalceniach
jak powtoki, czy tarczownice. Okazuje sig, ze klasyczna teoria linii zaloméw jest wéwczas
kinematycznie niedopuszczalna i niezbgdne jest wprowadzenie do niej omdéwionego po-
przednio pojecia uogdlnionych przegubéw plastycznych.

5. Duie ugigcia

. Studia z zakresu duzych odksztalcen plastycznych przyciagaja weiaz wzrastajace zain-
teresowanie ze wzgledu na ich znaczenie przy okreflaniu rzeczywistego wspotczynnika
bezpieczenstwa konstrukcji. Efekty wzmocnienia geometrycznego badane sa badz w fazie
niewielkich ugie¢ jako tzw. stany pokrytyczne, badZ dla bardzo zaawansowanych odksztal-
cen plastycznych, gdy powloki i plyty zachowuja sig jak membrany.
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Teoria niewielkich, skonczonych ugieé zakiada mato$é odksztalcen, a wigc pomija
zmiany grubosci powloki. Natomiast katy obrotu odksztalconej powierzchni §rodkowe;
wplywaja na postaé réwnan réwnowagi i zaleznosci kinematycznych. Teorig tego typu
dla idealnie plastycznych powtok rozwineta Duszek [23] i zastosowala do badania standw
pokrytycznych konstrukcji sztywno-plastycznych. Ze swej przyblizonej teorii ‘otrzymala
ona zaleznoéci migdzy obcigZeniem i ugigciem w przejSciowej fazie migdzy poczatkowym
plastycznym plynieciem i czysto membranowym stanem dla obcigzonych réwnomiernym
ci$nieniem zbiornikéw walcowych o réznych warunkach podparcia krawedzi [23, 24, 26].
Okazuje sig, ze walec przechodzi w stan czysto membranowy juz dla ugieé rzedu grubosei
powtoki. Pokazano to na rys. 10 dla przegubowego podparcia (linie ciggle) i dla pelnego
zamocowania krawedzi (linie przerywane). Przy tych samych zaloZzeniach Duszexk
otrzymala w pracach [25, 27] wyniki dla matowyniostych koput.
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Rys. 10. Zaleznoéci miedzy obcigzenjem i przemieszczeniem dla powlok walcowych obcigzonych ci$nieniem
réwnomiernym [24]; a — rozwiazanie bionowe, 5 — teoria malych przemieszczen, ¢ — przyblizona teoria
dla skonczonych przemieszczen -

"Przy wiekszych odksztalceniach konieczne jest podejécie dokladniejsze niz pozwala na
to teoria Karména. Stosujac wsp6irzedne Lagrange’a, WaszczyszynN [95] zbudowat uécis-
lone réwnania dla teorii malych odksztalcen i duZzych ugigé powlok obrotowo-symetrycz-
nych. Réwnania te wykorzystal przy rozwiazywaniu zagadnien w oparciu o teorig¢ odksztal-
cent sprezysto-plastycznych. Obliczenia numeryczne zilustrowane zostaly przykladem
malowyniostego stozka Scietego.

ORrkisz zastosowal w swych badaniach duzych odksztalcen membranowych powlok
obrotowych podejicie GRIGORIEWA (patrz np. [4]). Stan bardzo duzych odksztalcesi powtok
mogacych przenosié¢ jedynie rozciagajace sity obwodowe analizowat on w ramach defor-
macyjnej teorii plastycznoéci. W szeregu prac przedstawil metody i wyniki rozwiazaf
numerycznych dla pier§cieniowych membran, scigtych stozkdow [62, 63] i dla powtok ortotro-
powych [65]. Wazny problem odciazania badany byt w pracy [64]. Orkisz i WiLk [68]
podali numeryczny sposob catkowania réwnaii uzyskanych w pracy [66], a opisujacych duze
deformacje powlok w ramach teorii plastycznego plynigcia. Praca [67] stanowi podsumo-
wanie 1 rozwiniecie wymienionych publikacji ORKISZA.

Duze odksztalcenia 1 utratg statecznosci powlok poddanych dz1a}an1u ciSnienia we-
wnetrznego i rozciagajacych sit krawedziowych badat Marcixiak [49, 50] dla celdw teoris
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formowania plastycznego. Bogaty przeglad prac po§wigconych formowaniu plastycznemu
znalezé mozna w opracowaniach i ksiazkach SzczePINSKIEGO [91-93].

Bardzo duze odksztalcenia ci$nieniowych walcowych zbiornikéw stalowych byly bada-
ne przez JANASA 1 SAVE’A (badania na rozerwanie dla potrzeb optymalnego projektowania).
Doswiadczenia te [36] pozwalaja okresli¢ taki sposéb rozdzielenia materialu pomiedzy
powloke i dna, ktéry daje konstrukcje optymalng. WIERZBICKI i ANDRZEJEWSKI [97] po-
kazali, ze efekty geometrycznej nieliniowosci graja istotng role w przypadku dynamicz-
nych obcigzen (obcigzenia wybuchowe).

Analiza ptyt przy skornczonych ugigciach wykorzystuje metody stosowane w teorii
powlok. Z tego wzgledu omdéwimy tu w skrécie takze i wyniki dotyczace plyt. Waszczy-
SZYN [94] zastosowal wyprowadzone przez siebie §ciste réwnania do numerycznej analizy
sprezysto-plastycznych ugieé¢ plyt kolowych. Podat on przyklad dla pier§cieniowej plyty
z materiatu o liniowym wzmocnieniu. WigrzBICKI i KELLY [96, 98] wykorzystali dla sztyw-
no-plastycznych plyt kolowych obciazonych dynamicznie metode oparta na teorii Kar-
mana, zblizona do metody stosowanej do powlok [23-27].

Jak juz zaznaczono, kompletne rozwiazania probleméw dla duzych przemieszczen
rzadko prowadza do wynikéw w postaci analitycznej. Stad wynika zainteresowanie meto-
dami przyblizonymi pozwalajacymi okrelié zalezno§é miedzy obciaZzeniem i ugieciem w fa-
zie pokrytycznej, czyli po wyczerpaniu poczatkowej noénosci granicznej konstrukcji.
Podejécie kinematyczne zastosowane zostato do plyt przez ONATA i HAYTHORNTHWAITE’A
[15]. Rozpatrywali oni odksztalcona plyte kolowa jako powloke stozkowa o wzrastajacej
wyniostodci, okreSlajac dla kazdej wartosci ugiecia odpowiednie obcigZenie graniczne.
RZANICYN [19] zastosowal do duzych ugieé metode linii zaloméw przy pewnych uprosz-
czeniach dotyczacych sil wewnetrznych w przegubach plastycznych. Pierwsze rozwigzania
dotyczace zachowania pokrytycznego plyt zelbetowych podat Woop [21]. Metoda linii
zatoméw zastosowana zostata przez SAWCzUKA 1 WINNICKIEGO [89, 90] do prostokatnych
plyt zelbetowych. Rozpatrywano tam mechanizm zniszczenia plyt w postaci uktadu platéw
polaczonych przegubami obrotowymi i rozciggliwymi, w ktérych sity wewnetrzne zalezaty
od ugigcia. Badano rézne warunki podparcia i uzyskane zalezno$ci obciazenie—ugiecie
poréwnano z wynikami do§wiadczen. Dalsze wyniki dla duzych odksztalcen plyt sztywno-
plastycznych podano w pracach [77-80].

Je§li warunki podparcia uniemozliwiaja poziome przemieszczenia krawedzi plyty, to
odksztatceniom towarzyszg $ciskajace sity osiowe. Sciskanie to maleje ze wzrostem ugigd
i dlatego zaleznoéé miedzy obcigZzeniem i ugieciem ma charakter niestateczny. Zagadnienie
to badane bylo w pracy [33] i zilustrowane przyktadami dla sztywno-plastycznych plyt
kwadratowych i kolowych.

Okazuje sie, ze jesli uwzgledniona zostaje osiowa $ci§liwo$é sprezysta plyty zelbetowej
[34], to wzmacniajacy efekt Sciskania (efekt tarczowy) jest znacznie stabszy. Maksymalne
obcigzenie, ktére przenie§¢ moze plyta wystepuje dla ugieé mniejszych od potowy jej gru-
‘bosci. Wyniki uzyskane przy uwzglgdnieniu §cidliwosci sprezystej daja przejécie od czysto
zgigciowej teorii do amalizy sztywno-plastycznej efektu tarczowego. Rysunek 11 podaje
syntetyczne wyniki z prac [33, 34, 78] dla najprostszego przypadku walcowego zginania
zamocowanego pasma plytowego. Obcigzenie P podano jako funkcje ugiecia §rodka wy;
obie zmienne przedstawione sa w postaci bezwymiarowej: P/P, (stosunek obcigZenia do
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zgigciowego obciaZenia granicznego) i wo/h (stosunek ugiecia do grubosci). Krzywe
z 1ys. 11a dotycza pasma Zelbetowego, za$§ z rys. 11b-— pasma stalowego. Jak widaé,
jedynie krzywe dla zelbetu majg charakter niestateczny.
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Rys. 11. Zalezno$ci migdzy obciazeniem i przemieszczeniem dla zamocowanego pasma plytowego

6. Dostosowanie konstrukcji

Konstrukcja sprezysto-plastyczna poddana dziataniu obciagZen powtarzalnych lub
dziataniu kilku obciazen zmieniajacych si¢ niezaleznie w pewnych granicach moze utracié
cechy uzytkowe badZ wskutek narastania odksztalcern (zniszczenie przyrostowe), badz
wskutek zmeczenia plastycznego (przemienne odksztalcenia plastyczne). Analiza dostoso-
wania si¢ konstrukeji polega na znalezieniu ograniczen programu obciazenia, przy ktérych
konstrukcja zachowywac sie bedzie sprezyscie. Uznajemy, Ze Jkonstrukcja dostosuje sie do
danego programu obcigZenia, je$li po skonczonej liczbie cykléw odksztalcenia plastycz-
nego powstanie w niej taki uklad naprezZen resztkowych, Ze dalsze odksztalcenia beda juz
czysto sprezyste.

Kompletne rozwiazanie dla przypadku zmiennych obciazen winno polegaé na okre$laniu,
krok po kroku, calej historii zachowania si¢ konstrukcji. Podejscie takie jest na ogét zbyt
pracochtonne i dlatego opracowano metody pozwalajace oszacowywaé dopuszczalne
obszary zmiennoéci obciazen. Twierdzenie MELANA [12] pozwala uzyskaé dolne oszaco-
wanie obszaru dostosowania si¢ konstrukcji. Glosi ono, ze konstrukcja dostosuje si¢ do
danego obciazenia, jeéli istnieje taki niezalezny od czasu uktad naprezen resztkowych, ze
w kazdej chwili suma naprezZen resztkowych 1 naprezeni otrzymanych z analizy spreZystej

2 Mechanika teoretyczna
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nie bedzie przekraczaé warunku plastycznoéel. Dla zastosowania w teorii piyt i powlok
uzywajacej zmiennych uogdlnionych twierdzenie to wymaga odpowiedniego zmodyfiko-
wania. Takie uogolnienia podal KONIG [41, 42] wraz z szeregiem przykladdw. Zasadniczym
elementem jego rozwazan jest wprowadzenie pojecia powierzchni sprezystej. Jest ona wy-
pukla funkcja uogdlnionych naprezed i znajduje si¢ wewnatrz powierzchni granicznej;
przy stanach naprezenia odpowiadajacych wnetrzu powierzchni spreZystej konstrukcja
zachowuje si¢ czysto sprezy$cie. Zagadnienia zwiazane z okre§laniem takiej powierzchni
oraz jej przemieszczania sie i odksztalcenia przy wzroécie plastycznych odksztatcen omd-
wione zostaly w pracach [41, 42].

Gérne oszacowania obszarow dostosowania si¢ konstrukeji uzyska¢é mozna wykorzystu-
jac twierdzenie KOITERA o nieprzystosowaniu [10]. Mowi ono, Zze konstrukcja nie przystosuje
si¢ do rozpatrywanego programu obciazenia, je§li mozna znalez¢ taki kinematycznie do-
puszezalny cykl odksztalcen, ze praca obciazen zewngtrznych przewyzsza energi¢ rozpra-
szana w trakcie tego cyklu. Energia jest wowczas rozpraszana w kazdym cyklu i w koncu

ak
T ] T T
a2k a
A
10
M L
08}
a6 -
a b
04
'F P343443444
ETIXIRITIRIA
021 = a
0<0<Q
! 0<P<P q
[ l | -
0 02 K o4 05 08 0 p

Rys. 12. Granice dopuszczalnych obszaréw obcigzenia dla powloki walcowej; a — krzywa obciaZenia
granicznego dla jednoparametrowego obciazenia; b — gorne oszacowanie obszaru dostosowywalnosci [83]

konstrukcja ulec musi zniszczeniu badz przez wzrost odksztalcen, badz przez plastyczne
zmeczenie. Twierdzenie to jest analogiczne do twierdzenia teorii stanéw granicznych o gér-
nej granicy obcigzenia. W celu zastosowania twierdzenia Koitera w teorii powlok, musi byé
ono zapisane przy pomocy zmiennych uogdlnionych. Yaczac twierdzenie z warunkami
okreflajacymi pola przemieszczen dopuszczalnych zwiazanych z okre$lonym profilem
napr¢zen w stanie granicznym, mozna uzyskaé oszacowanie od géry obszaru dostosowania
sig. W szczegdlnodci udaje si¢ to przeprowadzi¢ dla przypadku odcinkowo liniowych po-
wierzchni granicznych.

Na mozliwo$¢ wykorzystania twierdzenia Koitera w praktycznych obliczeniach wskazal
pierwszy GOCHFELD [3]. Niezalezna od czasu postaé tego twierdzenia przydatna do analizy
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powlok podano w pracy [83]. Na rys. 12 podano krzywe okre$lajace obszar zniszczenia
przyrostowego oraz no$no$¢ graniczna powloki walcowej obciaZonej piericieniem sit
i ci§nieniem wewngtrznym. Pokazano tam takZe odpowiednie drogi obcigzenia. Rozwiaza-
nie zagadnienia no$nosci granicznej dotyczy obu grup obciazen wzrastajacych propor-
cjonalnie, za$§ krzywa zniszczenia przyrostowego odpowiada dowolnej drodze obcigzenia,
np. oznaczonego. na  rysunku lamana OKLM. Warto zwréci¢ uwage na fakt, ze 'dla
obcigZenia jednoparametrowego (np. droga OAQ) krzywa nosnosci granicznej wyraznie
rézni si¢ od krzywej oszacowujacej od gdéry obszar zniszczenia przyrostowego uzyskanej
z przyrostowej postaci twierdzenia Koitera podanej w [83] dla dowolnego cyklu obcigZenia.
Zastosowanie tego twierdzenia wymaga jednak na ogét w praktycznych przypadkach
siggnigcia do metod numerycznych.

7. Whioski

Obecny stan badan w dziedzinie powlok .plastycznych wydaje si¢ wskazywaé, Ze nowe
rozwiazania z zakresu teorii stanow granicznych uzyskaé mozna przez szersze zastosowanie
technik numerycznych.

Koncepcyjnie nowych wynikéw oczekiwaé mozna w dziedzinach takich, jak:

1) No$nosé graniczna konstrukcji zlozonych (konstrukcje zbrojone i krucho-plastycz-
ne); zwrocenia uwagi wymaga tak dobdr wihadciwych warunkoéw plastycznosei, jak i od-
powiednich metod analizy.

2) Teoria duzych odksztalcenn powlok; problem statecznosci odksztaicenn plastycznych
staje si¢ istotniejszy od klasycznych zagadnieni poczatkowej nosnosci granicznej.

3) Przyblizone metody analizy duzych przemieszczen opartych na odpowiednio uogdl-
nionych twierdzenijach teorii stanéw granicznych lub na nowych twierdzeniach, na przyktad
0 oszacowaniach przemieszczen.

4) Analiza odksztalcefi sprezysto-plastycznych przy obcigZeniach wieloparametrowych;
w dziedzinie dostosowywania si¢ konstrukcji brak wciaz efektywnych metod obliczenio-
wych.

5) Metody optymalnego projektowania plastycznego dla specjalnych funkcji kosztu,
wlaczajac w to optymalne projektowanie z uwagi na dostosowanie si¢ konstrukcji.

6) Dynamiczne zachowanie sie powtok plastycznych i kruchych, szczegélnie z uwzgled-
nieniem duzych przemieszczen.
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