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1. Wstep

W pracy [2] autorzy podali rozwiazanie problemu pelzania pdlplaszczyzny przy nie-
ciagtych warunkach brzegowych, odpowiadajacych zagadnieniu szczeliny Griffitha. Za-
gadnienie dwéch kolinearnych szczelin obciazonych stalym naprezeniem normalnym na
gruncie teorii sprezysto$ci rozpatrzyl po raz pierwszy WILLMORE [4], stosujac metode
funkcji zmiennej zespolonej. Nastgpnie TRANTER [3] rozwiqzal ponownie problem przy
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- ogdlniejszych zalozeniach (obciazenie normalne szczelin — dowolne), sprowadzajac za-
danie brzegowe do potréjnych réwnan catkowych, dla ktérych znalazt $ciste, zamknigte
rozwiazanie.

W pracy niniejszej rozwazymy potplaszezyzng o brzegu wolnym od naprezen stycznych
012, obcigZong symetrycznie na dwéch odcinkach brzegu napreZzeniem normalnym oy, = .
= const; na pozostalej czeéci brzegu dano przemieszczenie pionowe u, = 0 (rys. 1).

O materiale o$rodka zaktadamy, ze jest lepkosprezysty i podlega liniowej teorii petzania
ze starzeniem wediug ARUTUNIANA [1]. Zwiazki fizyczne, w ogdlnosci nieinwariantne
wzgledem chwili przylozenia obciazenia, maja postaé
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gdzie &, — skladowe tensora odksztalcen, o;; — sktadowe tensora naprezen, d;; — symbol

Kroneckera, 8(t, 7) = <--C(t, 7), » = const — wspotczynnik Poissona, E(1) — modut

1
E(r)
sprezystosci, C(f, T) — miara pelzania.

Rozwazany problem brzegowy jest uogdlnieniem wspomnianych zadai Willmora
i Trantera na gruncie teorii pefzania. MoZe on znalezé zastosowanie réwniez w mechanice
gérotworu do analizy stanu naprezenia i odksztalcenia w otoczeniu filara. Rozwigzanie
podamy w oparciu o funkcje naprezen Airy’ego i transformacje catkowa Fouriera. Mie-
szany problem brzegowy sprowadzimy do ukiadu dwdch réwnan catkowych, dla ktérych
mozna podaé $cisle rozwiazanie zamknigte. '

2. Ogodlna metoda rozwigzania problemu

Jak wiadomo [1], ptaskie zagadnienie teorii petzania dia modelu ciala opisanego zwigz- '
kami (1.1) mozna zawsze sprowadzi¢ do rozwigzania réwnania biharmonicznego dla
funkeji naprezen F(x,, x;, t), ktére po wykonaniu cosinusowej transformacji calkowej
Fouriera wzgledem zmiennej x;, prowadzi do réwnania zwyczajnego

A N T

dla transformaty

f’(a, X)) = ]/%f F(x, x;)cosax;dx;.
0

Catka ogdlna réwnania (2.1), po uwzglednieniu warunku, by dla |x,| = oo znikaly
drugie pochodne funkcji naprezen, przyjmuje postaé

(2.2) F(a, x;) = (A+ Box,) e,
NapreZzenia wyznaczymy ze znanych zwiazkéw
o = Fo, 0 = Fyyy, 012 = — 412,

ktére po wykonaniu transformacji odwrotnej daja

? o]
oy = — ]/Ef [(2 —ax,) B— A]aPe~**2cos ax; do,
0
._2— 2 X
(2.3) : == 5 [4+ Bax,]a*e” "2 cosax, da,
0

2 .
Oy = I/-]-i f [(1—ocx2)B-—A] ole2sinox, do.
; .
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Po wykorzystaniu warunku brzegowego o,(x;, 0) = 0 otrzymujemy 4 = B, skad

7 0
o, = —l/;f A —axy)a’e*2cosox, dat,
J
o
2
(2.4) Oy = — I/Ef Al +oxy)ae~**2 cosax, do,
0

__. ©
/2 ) 3 —0X, qr
Oy = — = Ao’x,e”*28inax, da.
0

Dysponujac naprezeniami (2.4), mozemy z (1.1) wyznaczyé odksztalcenia, a dalej ze
Zwigzkow
’ 1
(2.5) &j = '2‘(ui.j+uj,i)

— przemieszczenia, otrzymujac

_ 14-» 2 fo —aXy o '
u = — 30 l/;d ad(1—2v—ox,)e”**2sinax, du+

7 t o . .
+( -Fv)]/;nf {Of aA(l1—2v—ax,)e f’-smaxlda} a(t, Ddr+-11(x2),
(2.6) :

o 14w
__m

Uy

%[ o A[2(1 —»)+ox,]e"**2cosax; do+
6

—(1—1—7)"/%[{[ ocA[2(1—v)—l—ocxﬂe‘“”coséxda} 3(t, t)dr—l—ﬁ(xd.
T 0

Funkcje fi(x,) i f2(x,), podobnie jak w teoril sprezystosci, przyjmuja posta¢ odpowiadajaca
sztywnemu przemieszczeniu

fl('xZ) t) = C*x2+B*a .f2(x1’ t) = _'C*x1+D*'
Po uwzglednieniu symetrii zadania otrzymujemy C* = B* = 0, skad ostatecznie
2.7 Silx2) =0, folxy, t) = DX(1).

Wzory (2.4), (2.6) i (2.7) pozwalaja na szczegblowe rozpatrzenie dalszych warunkow
brzegowych.

3. Problem brzegowy typu dwdch kolinearnych szczelin

Zgodnie z rys. 1 mamy

Uy == 0, Xy <b;
(3.1 _ dla x, = 0102 = —p, b<x <a;
. u2==0, X > a.

5 Mechanika teoretyczna
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Mieszany warunek brzegowy (3.1) zastapimy formalnie warunkiem ciaglym, przemiesz-
czeniowym

(3.2) u2=g(x1, t)= 'v(xl)a b<xl<a;
0, x1>a

gdzie v(x;, t) jest nieznanym na razie przenneszczemem ktdérego wartos¢ wyznaczymy
na podstawie (3.1),.

Sprowadzenie problemu (3.1) do (3.2) pozwala na bezposrednie wyznaczenie parametru
- A(x) na drodze transformacji odwrotnej. W tym celu podstawiamy wyrazenie (2.6),
z uwzglqdmemem (2.7) do warunku (3. 2)

23— a
w(E(t),))]/_ aAcosox, doe—2(1 —v?) ]/— otAcosomdoc] 6(1‘ T)du--D*(f) =
= g(xla t)-
Oznaczajac dla zwigziosci
5 o0
(3.3) : 2(1 9% ]/~ adcosaxido = w(xy, 1)
< _
otrzymujemy '
t
¢ 1 . .
wg(lt’) )_ cho(xl, (6 et DHE) = g5, 1)
i dalej
I3
(3.4) Co(x, 1)+ fw(xl, NI—EM(t, D)dr = E@)[g(x1, )—D*®)].

Otrzymane réwnanie catkowe Volterry II rodzaju posiada rozwigzanie =
(3.5) w(x;, 1) = E(0)[g(x1, )—D* )] — | E(T)[g(xl,r)—D(T)]R(t, T)dr,

w ktérym funkcja R(¢, T) stanowi rezolwente jadra [ E(t) (t ‘c)] Szézegélowe obli-

czenie tej rezolwenty podane bylo w pracy [2], w tym miejscu wigc ograniczymy si¢ jedynie
do zacytowania gotowego wyniku

(6 R = —y{[qz @+79@1+ 9@ [ E(( )) +W(T)E(r)]}

X f E(@)e "> gy’ - [F()) +yp() E(‘c)]
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stusznego dla funkcji é(¢, 7) postaci (por..[1])

3.7 8, )y = +C(t, 1) = |—q’)(‘[)[1_.g"7(t 9.

E() E(t)

We wzorze (3.6) oznaczono
(3.9) | 7 =y [ [+ pO)E@)1.

Znajac funkcje w(x(, #) [z (3.5)] obliczymy nieznana wielko$c “A(oc) z (3.3), mianowicie

2(1—9)od = d(a, ) = ]/% f w(xy, Dcosax, dx, =
0
= E(t)[]/%df g (xyg, D)cosox, dxl'fD*(i)S(a)] +

_ f []/;2{ f 'g(xl, T)cos axldxl—‘D*(T)ts(Ot)] E(®R(, t)dr.
; ,

Po uwzglednieniu (3.2)

3.9 | 2(1—1ad = ‘E(t) []/72{ f -v().cl, _t)co‘s océc‘l dx, ——D*(t)é(oc)] +

- f[]/—«f-v(xl,‘c)cosocxldxl D*(r)é(oc)] E(®)R(2, 1) dr,

gdzie d(c) jest dystrybucja «deltar Diraca. : -
Otrzymany wynik, zawierajacy nieznang dotad funkcje v(x;jz) czyni zado$é warunkom
(3.1), 3. Podstawienie go do (3.1), daje zwiazek

f oc{E(t) [% fv(lj, t)cosaCdC—,Q*(z)é(a)] — f [32; ffo(é‘, jc)COS_dCdC—_—D"‘(r)é(a)] X
¢ b L o < b S :

X E(T)R(2, r)dr} cosaxydo = —2(1—»%)p,

ktéry po zmianie kolejnoéei catkowania przybiera postaé

.0

2 a . ° o0
— | 9@, HE®) acosal-cosax,de|dl— E(1)D*(t) | ad(@)cosax;de+t -~
=] o020 s e 20000 [ e

_ f [%fv(g, 7) (f occosocé‘-cosaxldoc) dC] E(’c)]%(z‘, T)dr -+
7 b : 0 | '

o0

-+ f E(MR(t, 7) D*(7)dv f o6 (o) cos ouxy dot = 20—Hp.
o . § ,

5%
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Drua i czwarta calka réwne sa zeru na podstawie wlasnodei dystrybucji «deltay, ozna-
czajac dalej

(3.10) 7 %f acosal -cosax,do = K(x,, {)
. ’ 0
dochodzimy do uktadu réwnan catkowych

E®) [0, nK@, 0dE = wix, 1),
(3.11) b
wixy, )— [ Wi, DR Ddr = —2(1—97) p,

T
z ktérych pierwsze jest typu Fredholma I rodzaju, a drugie typu Volterry II rodzaju.
Rozwigzanie (3.11), jest znane [2] i ma postaé

(3.12) w(xy, 1) = —2(1—v)pE@® (1, 7).
Réwniez jadro K(x;, £) wyznaczyé mozna w postaci zamknigtej
(3.13) K(x'c>—~l[ SR ]
' ' R 2L Ga—8 " (a0
korzystajac z rezultatéw teorii dystrybucji. Zatem dla (3.11); otrzymujemy
f'v(C t)[ 1 + ! :Idé‘ =4(1—vpd(t, 7))
LG0T a0y e

b
Niewiadomg funkcje v(¢, 1) poszukiwaé bedziemy w postaci

(3.14) ' v(l, 1) = V()3 (¢, 7).

Wtedy V(£) spetniaé musi réwnanie

: 1 1 )
bf V@[m—c)z * (xl+c)2]"c= W=

ktére po dwukrotnym scatkowaniu wzgledem zmiennej x, przybierze postaé

(3.15) [V©)la2—dt = —2(1 =) px?+Ixy+-m;
b

tutaj /i m sa statymi dowolnymi.
Dokonujac zmiany zmiennych
F=b+s, xj=0+z,
otrzymujemy )

a2—b2

| W inlz—slds = —(l—vz)p(b2+z)+él/b2+z+%,
0 . .
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gdzie
V(P +s)
Wi(s) =
(3.16) © ="
Po dalszej zmianie zmiennych ‘
§ z
R
otrzymujemy réwnanie catkowe
1 .
(3.17) f W) In|y—Llde = —(1=P)py+1' Y y(@—P)+b +m'
0
rozwiazane przez Carlemana
) at— b2 -
= : 3
2YIA-0) @Y I(1=0); St

gdzie 4" 11’ sq stalymi zaleznymi od /i m.
Wykonujac catkowanie dostajemy dalej

: 1 ’ 2 T l_l 2 12
(3.18) W@)—W{m-[—a—wza 2)+ 5 @~ B)%

y(1—y)
Xfy tV - b2)+b2dy]}'

Wystepujaca tu catke

1 .
]/ yA=9) o i_fy(l—y) dy P
y ¢ y(a*—b%) +b* Va—b ; y—¢ ]/}’—(1 —y)(y+d)’ Z—b’

mozemy doprowadzi¢ do postaci

1 y dy
= |- | =y (1-0) | ————+
Y@ —b [ JVy(l——y)(erd) v )ofw(l—y)(wd)

dy
-0 J y=Llyya —y)(y+‘d)]

a po prostych przeksztalceniach i wprowadzeniu podstawien

1 b\* 1
2 __ — 112} - — . a2
k”1 p 1 ( ), n y = 1l—sin®p
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— do postaci

5 o 5
2 {1 dp. i -
(3.19 1=~[(__¢)f:-——f [ IPsimpdo+
) a |\72 5 ]/l—kzsinztp kzo ]/ | pap |

x
2

v G .qu’—ﬁ—]=%[(,§ )K(k) L B+, k)]
0

nsin? )/ 1—ksin’p

gdzie

Kk) = F(%, k) jest calka eliptyczna zupetna I rodia"jﬁ,'

E(k) = E(

(ST

) k) jest catka eliptyczna zupelng 1I rodzaju,

A (n, k) =11 (g —n,,k) jest catka eliptyczna zupelna III rodzaju.

Wyrazenie (II(n, k) przeksztalcié mozna dalej otrzymujac

1 1 = VU0 (ke B, by £ Fip, B,
(3.20) ]/1 ~k (1 C) .
’ N Y= arcsin% = arésin]/ltf.'

Podstawiajac (3,20) "dol _("3.19)\, a to'z kolei do (3.18) otrzymamy

T , b2 K(k)—E(k)
© #Vca—:)‘{[ G—rg+ e

—z:[—(1~v2)pyi-]-1' @b

@b YE=D o
0|+ DS OB+

—E()F(y, k)]}-
Oznaczajac

=B K(k)—E(k)
a 2

B =4 —(1—v2)p5+1 =

2
L=_Z —b

K(k)
otrzymujemy

B'—{(L—(1—})px) 1 E(k)
3. 54 e .
o we = #Yi1—=0) *_ n* Vl—kza—z:)[ @O~ Fw k)]
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Wracajac do (3.16), wzdr na V(£) przybiera postaé
B'—{(L—(1—)pm)
RVEA-0)
L 1 E(k)
i i e —— E , / —_— F S / s
" isea—0 [ RO (R C)]}

Zadajac regularnosei przemieszczenia o(C, 1) nalezy usuna¢ osobliwosci pierwszego wyrazu
dlat =01i¢ = 1. Musi by¢ wtedy '

[B'=(L =0 =N pm)l

VO = WO VFTEE—8) = VT L@ {

020’
1

skad
B =0, L=({—px.

Ostatecznie wiec, po wstawieniu wartosci wspétczynnika k

' (=) pa E(k)
(3.22) Ve = = [E(q), D= ki F /c)].
v g0 3 T,=dni

s

12|~

10 -~

08|~

06

04

02

b=006a b=025a b=05a a ¢

1.—t = 30 dni, 2.—t = 50 dni, 3.—t = 100 dnl, 4—t = 360 (o) dni
Rys. 2

Poszukiwana postaé przemieszczenia na brzegu o(C, t) wynosi wigc na podstawie (3.14)

|  (d—?)pa IE®) |
3.23 . U=)pa B 7).
(3.23) ot )= [E(«p, O=Fm Fw R 6w
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Dla przypadku sprezystego jest 8(¢, 7;) = 1/E = const i otrzymujemy wynik zgodny z rezul-
tatem Willmore’a. '

Wzér (3.23) stanowi rozwigzanie postawionego problemu brzegowego. Dla ilustracji
liczbowej wykonano przykiad obliczeniowy przyjmujac material Arutuniana-—Mastowa
o0 jadrze

(3.24) 0(t, 7)) = 4 p(r)[l —e -,

_1
E(7)
gdzie

E@) = Bl—fe™),  pm) = Cot- 2L

Ty=28dni

10

08 |-
M.

b=006a b=025a b=05a a &

[ —t = 30 dni, 2.~t = 50 dni, 3.—t = 100 dni, 4—t = 360 (=) dui,
Rys. 3

Dla wartoéci parametréw
Ey=2.10° B=1, a=0,03; Cy=090-10; 4, =4,82-107%;, »=0,026

wieku materialu 7, = 14 i 7; = 28 dni oraz réznych warto$ci czasu ¢ sporzadzono wy-
kresy przemieszczen podane na rys. 2 i 3.

4, Zakonczenie

Znajac rozwigzanie problemu brzegowego wyrazone funkcja (3.23) mozemy wyznaczyC
parametr A(x) z (3.9), a stad naprezZenia i przemieszczenia w dowolnym punkcie pdiptasz-
czyzny. Szczegdléw tych obliczed nie bedziemy przytaczaé z uwagi na ich podobiedstwo
z [2]. Warto zauwazy€, ze przeprowadzone rozwazania nie ulegna zmianie, gdy szeroko$é
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przedziatu (b, @) bedzie funkcja czasu: a = a(?), b = b(¢). Wynika to stad, ze réwnanie
catkowe (3.15) pozostanie stuszne dla kazdej chwili 7. Mozemy wiec napisaé [w miejsce
(3.23)] '

)= (1——2&[“’/” k(’))—%ﬁ“(w,k(t))]@(n v, k@)= 1“’[32—2] :

Dalsze uogdlnienie uzyskamy biorac zmienne obciazenie p = p(x,). Bez zadnych zmian
pozostana wtedy obliczenia az do (3.14) wlacznie, a jedynie koncowy wynik spowodowany
catkowaniem wzgledem zmiennej x; [jak to widaé z rozwaZafn poprzedzajacych (3.15)]
bedzie inny. Jak juz we wstepie wspomniano, wyniki pracy moga znalezé zastosowanie
w teorii szczelin, mechanice gérotworu, teorii konstrukcji-i w innych dziedzinach nauk
technicznych.
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Peswowme

OB OODHOM CJIVYAE TIOJI3YYECTH ITOJYIIJIOCKOCTHU C PA3PLIBHBIMH KPAEBBIMU
YCIIOBHSIMM

B cTaThe paccMOTpeHa ION3YYECTE MOJIYILIOCKOCTH M3 BA3KO-YIPYTOro MaTepHasa, NOJYHHAIONIErocs
JIMHENHOH TeOpHH CTapeHusi APYTIOHSHA, IPH CMELIAHHLIX I'PAHUUHBIX YCIOBUAX. [JaHo TOUHOE pelleHue
3aauM, C NPUMEHEHMEM HHTErpabHOro npeobpaszoBaHuss Pypse U JJIEMCHTOB TEOPHH OGOBIIEHHBIX
pynxnmii. Pabora MooxeT HaBiTH NpUMEHEHME B TCOPHH TPEIIHH, MEXaHMKE TOPHOHM ITOPOALI M TEOPHH
KOHCTPYKLIMH.
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Summary

ON A CERTAIN CASE OF CREEP OF A HALF-PLANE
WITH DISCONTINUOUS BOUNDARY CONDITIONS

|
i
'

The problem of creep of a semi-infinite plane made of a Arutunian-type visco-elastic material and subject
to discontinuous boundary conditions has been considered. The exact closed-form solution is based on
the application of Fourier transforms and the elements of the distribution theory. The results can be applied
in the crack theory, rock mechanics and the theory of engineering structures.
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