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Wazniejsze oznaczenia
a wspdlczynnik wyrdwnywania temperatury, [m?/s]
funkcje Thomsona rzedu n

¢ cieplo wiasciwe, [J/kg grd]
i jednostka urojona

funkcje Thomsona rzedu n

g amplituda zespolona fali strumienia cieplnego, [W/m?]
q(r,7) chwilowa warto$é strumienia cieplnego, [W/m?
r wspbirzedna, [m] .
t amplituda zespolona fali strumienia cieplnego, [°C]
t(r,t) chwilowa wartosé fali temperatury, [°C]
A, B stale calkowania
F powierzchnia, [m?]
M, N, P,Q patrz wzory (5) i (6) oraz tablica 2
R wspblrzedna powierzchni ograniczajacej warstwe przegrody ziozonej, [m]
YV objetodé, [m]
W  op6r ciepiny [m? grd/W]
o wspbtczynnik przejmowania ciepta, [W/m? grd]
A wspbtczynnik przewodzenia ciepla, [W/m grd]
o gestode, [kg/m?)
T czas, [s]
w czestotliwo$é katowa, [1/s]
s

y
a dotyczy powierzchni naptywu fali
b dotyczy powierzchni odptywu fali
"k numer warstwy przegrody r-warstwowej

1. Wprowadzenie

Spoérod wielu zagadnien zwiazanych z nieustalonym przewodzeniem ciepla, analiza
przeplywu fal temperatury i zwiazanych z nimi fal strumienia cieplnego zastuguje na szcze-
£26lng uwagg. Gtéwnym powodem wyrdZniajacym ten problem spoéréd wielu innych jest
fakt, ze dowolng funkcje okresows, a wigc takze i temperature zmieniajaca si¢ okresowo
w czasie mozemy rozlozyé w szereg Fouriera, bedacy suma harmonik o réznych ampli-
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tudach, fazach i czestotliwosciach katowych. Tak wigc harmoniczne fale temperatury sa
podstawowymi elementami, z ktérych mozna zbudowaé funkcje¢ wyznaczajaca dowolng
okresowa zmiang temperatury.

Rozwigzania tego typu dla polprzestrzeni znaleZé mozna w pracy [6]. Znane sg takZe
rozwigzania dla przegréd wielowarstwowych plaskich, cylindrycznych i oporéw, podajace
zwigzek pomiedzy amplitudami zespolonymi fal temperatury i strumienia cieplnego na
powierzchniach ograniczajacych te przegrody [1]. W pracy [7] przeprowadzono analizg¢
zagadnienia symetrii przeptywu ciepta w plaskich przegrodach ztozonych. Opracowanie [8]
pos$wiecone jest wyznaczeniu ustalonych pdl temperatury i strumienia cieplnego w przegro-
dach ztozonych z wewnetrznymi zrédtami ciepta. Brak jest dotychczas opracowan uwzgled-
niajacych pojemnodci cieplne o zerowym oporze przewodzenia oraz wzoréw wyznaczajg-
cych chwilowe wartosci temperatury i strumienia cieplnego w dowolnym r-tym punkcie
k-tej warstwy przegrody n-warstwowej. Niniejsza praca poswigcona jest rozwiazaniu
tych wlasnie zagadnien.

2. Réwnanic dla przegrody wielowarstwowej

Rozwiazanie réwnania przewodzenia ciepla

©.1) ot(no) _ a{ﬁ.‘ 101@r,7) 4+ & (r, QJ )

bika | r or or?
gdzie f = 1 dla przegrody ptaskiej, § = 2 dla przegrody cylindrycznej i f = 3 dla przegrody
sferycznej, przy zalozeniu harmonicznie zmiennej temperatury w otoczeniu (lub na po-
wierzchni r = R,) moZna przedstawi¢ w postaci [1]
(2.2) t(r, vy = [AE(r)+ BF(r)]expiwr.
Po zastosowaniu do rownaniu (2.2) prawa Fouriera

L ot(r, v)
2.3) gl 7) = —A—5—

otrzymamy wzor okreslajacy warto$¢ strumienia cieplnego

(2.4) q(r, 7) = [AE,(r)+BF(r)]expiwz.

Funkcje E(r), F(r), E\(r), F;(r)dla g =1, 2, 3 podane sa w tablicy 1. Symbole 4 i B ozna-
czaja stale catkowania.

Wyrazenia znajdujace sig w nawiasach kwadratowych prawych stron réwnan (2.2)
i (2.4) okreslaja odpowiednio amplitudy zespolone fali temperatury i fali strumienia
cieplnego. W dalszym ciggu operowal bedziemy amplitudami zespolonymi pomijajac
czlon expiwt wymuszajacy okresowosé zjawiska [1].

Przyjmujac w réwnaniach (2.3} i (2.4) r = R,; mozemy wyznaczyé stale 4 i B. Po
przeprowadzeniu przeksztatced, amplitudy zespolone fali temperatury i1 fali strumienia
cieplnego na powierzchni naptywu tych fal mozemy wyrazié poprzez amplitudy zespolone
na powierzchni odptywu
2.5 far = Mty 1 +N g, 1,

(2.6) Qa,s = Prly 1+0Q1 g1
Wielkodci M, N, P i Q przedstawiono w tablicy 2. Wskaznik a dotyczy powierzchni na-
plywu, a wskaznik b — powierzchni odptywu fal.



[ez].

E(@)

Przegroda plaska

B=1

Tablica 1. Funkcje rownan (2.2) i (2.4)

Przegroda cylindryczna

/%

Przegroda sferyczna

F(r)

B=3

E(n

Fy(#)

V%)
Yl y/%)
WY

0<r<R

—ch

I //g sh




Tablica 2. Rzeczywiste i urojone czesci elementow macierzy réZnego rodzaju warstw
Przegroda plaska Przegroda cylindryczna Przegroda sferyczna Opor E:)ézzl-
B=1 =2 g=3 —
1 2 3 4 5 6
Zp .
—— 2 [berzq(kei, zp—ker, zp) +
V2 (shhcosb+chhsink) +
. 2Rpz
Re My chdcosd +ber, zp(keiz, +-kerzg) + 2 1 1
— bei zy(kei, zp+ker, zp) + + -2 chhecosh
—bei, zp(keiz,—kerza)] Ry

b .

—_ ———]berz,(kei, zp - ker, zp) +- .

= 1/2 ! atkeli 25 1% EY NS (ch/isinh—~shhcosh)+

k= bz

Im M} shdsind +ber; zp(keiz,—kerzg) + R 0
+bei z,(kei; zp—ker; zp) + + E(L sh/sink
b
L bei, zp(keiz, —ker z,)]
_ R [shdcosd+ = [beizakeizp+berzpkerz,+ 1 R4 A .
Re N, 22d A _TZ-R—,,(Sh hcosh4chhsinh) 0
+chdsind] —berz,keiz,—beizpkeiz,)
R [shdcosd+ b |
———|shdcos — [berzpkeiz, 4+ beizykerz,+ 1
Tm Ny 2Ad ) A & ¢ ¢ - Fa (shhcosh—chhsink) 0
—chdsind) —berz keizp—beiz ker zy) 2 A




3 ‘ 4 6
4 .
-— (sh/icosh 4-chhsinh) +
2 e Rpz
—d[shdcosd+ zj [ber, zp ker, zo+ ber, z, ker, zp+ R, ]
Re Py R . + bei, z, kei, z— bei, zy kei, z,] +lzR— (chhsinh—shhcosh)+ 0
—chdsind] : ; Rb 2
— M chhicosh
Ry
A . .
-— (chh sinfi—sh/icosh)+
A Ryz
—_—— ) 72 1. 2, n Ra
m P, R d[sha’cosd-|—' Az} [ber, zbkell-a.—i- berlz,,ker,zb.—i- 7222 chhsink+shicosh) + v
: . +bei z  ker, zy—bei; zpker, 2,) Ry F
+chdsind]
. A(Rp—R,) .
- shhsink
Ry
& zp )
= ~]/—2_: [ber zp(kei, zg—ker, z4) -+ R, R, _
~——chhcosh— —— (ch/isinh+ F
Re Oy chdcosd +ber, z,(keiz, +kerz,) 4- Ry Rz u
—beizp(kei; za+ ker, z,) + ~+shhkcosh) £

ImQy shdsind

— bei, z,(kei zp —ker )]

Zp . -
72: [ber zy(kei, zq+ker, z5) +

+ber, z5(keiz, — kerzp) +
+bei zy(kei, z,—ker, z,) -
+bei, z,(kei, z;—ker, zp)] .

R R
2 shhsinh— —2- (chhsinA+
Rb Ril

—shhcosh)

S
w
d_RVZI

za=Ra]/%; z, = Ry, l/%

R — grubos$¢ warstwy

(Rp—Rg) — grubosé warstwy

(Rp —R,) — gruboéé warstwy

Uwaga: Wspéiczynniki w podanych w tablicy wzorach datycza waystwy k, ze wzgledu na uproszczenie zapisu pominigto przy nich indeks &,
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Uklad réwnan (2.5), (2.6) przedstawié mozna w postaci macierzowej, [1, 2, 5]:
@n [ta,1:| _ [Ml Nl] Iifb,l]‘
qa,1 P Ol L

Warto$ci M|, Ny, P,, @, dlaf = 1, 2, 3 przedstawiono w tablicy 2. Teori¢ funkcji Thomsona
wystepujacych w kolumnie 3 tej tabeli znalezé mozna w pracy [3].

| e e
. | v N FaPv e IS <
T =IO
¢ . | @ // . @ \® N
NN . Bla
. | N AN
/: / @ / \ / \ .
Rok=_ L7/ ZIN N P! | N \\
=R k1 \ ¥ / \' N N
Rb,k-1‘ /“‘ 7a W ' AN . AN
~Raj NI J_/Jr g - _' D
tas =tz tha=lo3 ther=tok ta(RaxtW)=tas  tos=Taket " tpprcten toe
Qa1 90=Ga2  Gb2=Gaj3 Gbk-1<Qak Qbk(Rak*W)=0as  Qbs=Qae Qbn-1=Gan  Qnn

Rys. 1. Przegroda n-warstwowa

Jezeli dana jest przegroda skiadajaca si¢ z n warstw, pomigdzy ktérymi nic ma oporu
cieplnego, czyli kiedy spelnione sa zwiazki (rys. 1):

Tox = Tt
1

bl
bk = Ga,k+1

2.8) <n,

A
=

to zalezno$é pomiedzy amplitudami fal temperatury i strumienia na powierzchniach ogra-
niczajacych te przegrode moZzemy przedstawi¢ w postaci réwnania macierzowego

AN
() qa,l o P Qj (]b,n ’

gdzie
S
(2.10) rool= e ol

3. Macierzowe przedstawienie oporu

Jezeli na styku dowolnej warstwy k i k41 istnieje op6r cieplny W, to bedziemy mieli

1
3.1 ok = W (o —takril
oraz
(3.2) bk = Gak+1-

Po przeksztatceniach uktad réwnan (3.1), (3.2) mozna zapisaé w postaci macierzowej

33 ok I W toksr
@) [Qb,k] - [0 1J l:qa,k+lj|'
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Op6r mozemy zatem traktowac jak warstwe, ktdrej pojemno$¢ cieplna réwna jest zeru.
Wspblczynniki macierzy tej warstwy sa liczbami rzeczywistymi. Typowym przyktadem
takiej warstwy jest opor przy naptywie fali temperatury na powierzchnig przegrody. Réwny
on jest odwrotnoéci wspdlezynnika przejmowania ciepta. Elementy macierzy warstwy —
oporu przedstawione sa w rubryce 5 tablicy 2.

4. Macierzowe przedstawienie pojemnosci cieplnej

Niech bedzie dana warstwa zbudowana z materiatu o nieskofczenie malym oporze
przewodzenia ciepta. Przez powierzchni¢ F, naplywa na t¢ warstwe zmienny w czasie
strumien ciepla g, expimwt powodujac wzrost temperatury. Jednocze$nie z powierzchni F,
odplywa strumien g, expimt powodujgc jej obnizenie. Z pewnym przyblizeniem za taka
warstwe uwazaé mozemy warstwg ptynu, ktérego zmiany temperatury sg stosunkowo wolne
w czasie [6]. Bilans cieplny dla takiej warstwy przedstawiat si¢ bedzie nastepujaco:

4.1) F g expiotdr— F, g expiwtdr = coV dt(7),

gdzie ¥ jest pojemnodcia warstwy. Przyjmujemy, ze zmiany temperatury otoczenia na gra-
nicy z powierzchnia F; maja charakter harmoniczny. Harmoniczne bedy takze zmiany
temperatury w warstwie,

42 - K1) = texpiwt.

Oznaczajac przez t; amplitudg zespolong fali temperatury na powierzchni Fy, a przez
t, amplitude na powierzchni F,, otrzymamy

(4.3) =t =1.

Po zrézniczkowaniu zaleznosdci (4.2) wzgledem czasu i uwzglednieniu jej w réwnaniu
(4.1) oraz po przeprowadzeniu dziatan otrzymamy '

) Vv F
(4.4) ¢ = ZCQCO'};T -+ 7? 4z

Uktad réwnan (4.3), (4.4) mozna zapisa¢ w postaci macierzowe;j

45 t 1 0 t,
@ il B
ql \.(’L’Fl Fl q2

Elementy macierzy dla warstwy — pojemnoscei przedstawiono w kolumnie 6 tablicy 2.

W celu blizszego wyja$nienia rozwazan podanych w rozdzialach 3 i 4 postuzymy sig
nastepujacym przykladem. |

Warstwa k (rys. 1) przegrody n-warstwowej o pojemnosci ¥ wypelniona jest plynem
o cieple wlasciwym ¢y i gestosci g,. Wspdtezynniki przejmowania ciepta na powierzchniach
For-11 Fypyy wynosza odpowiednio o, p_1 1 Up ks

Formalnie mamy tutaj do czynienia z polaczeniem trzech warstw: oporem, pojemnoscia
cieplng i oporem. Przypisujac oporom kolejne numery k—1 oraz k41 mozemy, po wyko-

3 Mechanika teoretyczna
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rzystaniu rozwiagzan zawartych w rozdziale 3 i 4 napisa¢ zaleznoé¢ pomiedzy amplitudami
na powierzchniach statych przegrody, ograniczajacej warstwe ptynu

. . 1
a1 1 1 0 L= fo41
aa,k—x aa,k+1
(4.6) = . -
Gak-1 0 1 e, 0 —— Zhkel 1

e Do,k 1
Fa,k—-l Fa,k—l

Dla przegrody plaskiej mamy F,= F| i };V"— = R,, gdzie R, jest grubo$cia k-tej
ak—1

warstwy.

5. Analiza wzordw z tablicy 2

Wzory dla przegrody cylindrycznej i sferycznej podane w kolumnach 3 i 4 tablicy 2
przechodza dla R, > R, > R,—R, we wzory dla przegrody ptaskiej przedstawione w ko-
lumnie 2 tejze tablicy.

Tak wigc, przegrode ptaska (kolumna 2) mozemy traktowaé jako szczegdlny przypadek
przegrdd cylindrycznej i sferycznej. Ma on miejsce wtedy, kiedy mamy do czynienia z du-
zymi zmianami krzywizn. Z dobra dokladnodcia mozemy przyjaé, ze ma to miejsce dla

w
R,,I/EE>3,

Przyjmujac w zaleznoSciach podanych w kolumnie 2, 3 i 4 cog =0, czylia = Afcp = o0,
przy przejsciu do granicy otrzymamy zaleznosci uwidocznione w kolumnie 5. Jest to
zupelnie zrozumiate, poniewaz zalozenie cp = 0 oznacza, Ze pojemnos¢ cieplna przegrody
jest réwna zeru, a wiec mamy do czynienia tylko z oporem. Wreszcie przyjmujac, ze opdr
cieplny jest rowny zeru, czyli ze 1 = c0 po wyznaczeniv granic z zaleznoéci przedstawionych
w kolumnach 2, 3, 4 otrzymamy zwigzki dla pojemnosci przedstawione w kolumnie 6.

Opdr i1 pojemnosé cieplna sa zatem szczegdlnymi przypadkami warstw opisanych wzo-
rami w kolumnach 2, 3 1 4.

6. Wyznaczenie chwilowej wartosci temperatury i strumienia cieplnego
w dowolnym punkcie przegrody wielowadrstwowej

Zwiazek pomigdzy amplitudami na wejéciu i wyjéciu w przegrodzie wielowarstwowej
okreslony jest réwnaniem (2.9). Moze by¢ to przegroda skladajaca sie z oporéw, pojem-
nosci i warstw spetniajacych rownanie Fouriera przewodzenia ciepla. Spoérdd czterech
amplitud zespolonych: ¢,1, qa1, to,u | g, Wystarczy znaé¢ dwie, Zzeby za pomoca wzoru
(2.9) wyznaczyé dwie pozostale. Znajomo$¢ dwéch amplitud jest rownoznaczna ze znajo-
moécia dwdoch warunkow brzegowych, a wyznaczenie pozostatych amplitud za pomoca
zaleznofci (2.9) uwzglednia wplyw wlasnoéci materiatu wszystkich warstw na ich wartoéci.
Mozemy zatem przyjaé, Ze znamy wartoSci .., qp,n-
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Wykorzystujac to stwierdzenie wyznaczymy wzor okreslajacy amplitudy zespolone
fali temperatury i fali strumienia cieplnego w dowolnym punkcie k-tej warstwy przegrody
n-warstwowe;j.

Podzielmy umownie k-ta warstwg na dwie warstwy zbudowane z tego samego ma-
terialu, ograniczone powierzchniami o wspétrzednych Ry = R, 5 Ry = Ry O1aZ
Row = Rus; Ros = Rapyys gdzie (rys. 1)

Ra,k "< w '< Ra,k+1-

Amplitudy zespolone na powierzchni R, x+w = R, ,, = R, beda réwne
1k (Re,w) M, N[ ton
6.1 [qk(-Rb,w)] a [P“, Qw] [(]b,n]’
gdzie
M, N, MR, +w) NRox+w[ Myt Nega M, N,
62 [Pw Qw] - [P(Ra.k+w> O(Ry -I-W)][Pk+1 Qm] [P,, Q,,]'

Z zaleznofci (6.1), po uwzglednieniu czlonu expicwr wymuszajacego okresowo$é zja-
wiska, wyznaczymy wzory okreslajace chwilowe wartoSci fali temperatury i fali strumienia
cieplnego w dowolnym punkcie k-tej warstwy przegrody n-warstwowe;:

(63) tk(-Rb,w: T) = [(Mw fb,n + Nw qb,n)] CXP i(L)‘L' 2
(64) Qk(Rb,w: T) = [(Pw tb,u + Qw qb,n)] exXp iwt.

Zazwyczaj znamy warto$ci amplitud na obu powierzchniach przegrody ztoZzonej. Jest
to réwnoznaczne, w ujeciu macierzowym, ze znajomoscia warunkéw brzegowych pierwsze-
go lub trzeciego rodzaju.

Po wyznaczeniu z réwnania (2.9) wartoéei gy, Wstawieniu jej do wzordw (6.3) 1. (6.4)
i wykonaniu przeksztalcen otrzymamy zwiazek okre$lajacy amplitudy zespolone fali tem-
peratury i strumienia cieplnego w dowolnym punkeie k-tej warstwy przegrody #-warstwo-
wej, jako funkcje amplitud temperatury na powierzchniach ograniczajacych te¢ przegrode,

(6‘5) | tk(-Rb,wa T) = [(Mw_ ]]V\;—V M) tb,n_l_%tu,l] expiwf;
(66) qk(Rb,w: T) = [(P\v_ ”QT\‘;_M) tb,n+ 'Qﬁ t(.r,l:l eXp Z(L)T

Znajac amplitudy zespolone zawarte w nawiasach kwadratowych prawych stron rownan

(6.5) i (6.6) bez trudu wyznaczymy amplitudy rzeczywiste oraz przesuniecia faz fali tempe-
ratury i strumienia cieplnego.

7. Whnioski

W niniejszej pracy przedstawiono metode wyznaczania pola temperatury i pola stru-
mienia cieplnego w wielowarstwowych przegrodach plaskich, cylindrycznych i sferycz-
nych przedzielanych oporami i pojemno$ciami cieplnymi, przy zatoZzeniu harmonicznej
zmiany temperatury na powierzchniach napltywu. Stosujac rozwiniecie w szereg Fouriera

3%
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mozna za pomoca przedstawionej metody wyznaczy¢ pole temperatur i pole strumienia
cieplnego w przegrodach wielowarstwowych przy zatozeniu dowolnej okresowej zmiany
temperatury na jednej z jej powierzchni. Obliczenia te wykorzysta¢ mozna przy zatoZeniu
warunkoéw brzegowych pierwszego, drugiego i trzeciego rodzaju, a takze przy zatozeniu
mieszanych warunkéw brzegowych.

Literatura cytowana w tekscie

1. H. S. CarisLaw, J. C. JAEGER, Conduction of heat in solids, Oxford 1959.

2. T. CHOLEWICKI, Analiza obwodow elektrycznych, WNT, Warszawa 1962.

3. N. W. Mc LacuLAN, Funkecje Bessela dla inzynierdw, PWN, Warszawa 1964.

4. L. BULZAK-MROZOWSKA, Analiza przeplywu fal temperatnry i fal strumienia cieplnego w plaskich prze-
grodach jedno- i wielowarstwowych, praca doktorska, Wroctaw 1969.

. L. A. Piees, Zastosowanie rachunku macierzowego w technice. Nowoczesna matematyka dla inZynierdw,
PWN, Warszawa 1962.

6. B. STANISZEWSKI, Wymiana ciepla. Podsmwy teoretyczne, PWN, Warszawa 1963.

7. W. Tomczak, L. BuLzak-MRrozowska, Wyznaczenie tlumienia fali temperatury w wiclowar. stwowych
Scianach oslonowych, Arch. Inz, Lad., 1/XIV, Warszawa 1968.

8. W. Tomczak, Macierzowa analiza nstalonego pola temperatury w przegrodach wielowarstwowych z we-
whetrznymi zrédlami ciepla, Arch. Bud. Masz., 4, 1969.

Pesome

OIPENEJEHUE TEMITEPATYPHOTO TIOJIA U T10JIS TEIJIOBOTO TIOTOKA
B MHOI‘OCHOVIIIOIX CTEHKE ITPM HU3MEHMIOIMMCA 110 TAPMOHWUYECKOMY
3AKOHY TEITJIOBOM IIOTOKE

B pafoTe MPHBOAMTCS METOL ONpeeNeHHs] MIHOBEHHBIX 3HAUEHH TEMIEpaTyphl M TEMIOBOro IO-
TOKA B TIPOU3BONBHOL #-HOM TOUKE k-TOrO CIIOS n-CJIORHON CTEHKH, B MIPERIIONONEHMH, YTO TeMIIEPaTypa
M3MEHSIETCA 110 TAPMOHHUYECKOMY 3aKOHY. DTOT METOX NAeT BO3MOMCHOCTH IONYUEHHs peleHdd ans
MHOT'OCJIOHHBIX TJIOCKUX, UUIHHIPHYECKUX U CepHUeCKHX CTEHOK, B MPEAHONOYKEHHY KPAEBLIX YCIO-
BRIt TIEPBOTO, BTOPOTO M TPETHETO POAA, 4 TAKYKE CMEINAMHBIX KpacBBIX ycnoBmit. TIpuBoanrcs pacuer-
Hasl CxXeMa YUHTBLIBAIOIAS TEPMHUECKOE CONPOTHBIJIEHHE Ha IOHTAKTE MEM(IY CHOSIMH, 2 TAKME IIPHCYT-
CTBWE CJIOEB C HYJIEBLIM TEPMHUECKHM COTPOTHBIEHUEM M OTIUYHON OT HYyJS1 TEIJIOEMHOCTHIO.

Summary:

DETERMINATION OF THE TEMPERATURE AND HEAT FLUX FIELD
IN A MULTI-LAYER DIAPHRAGM AT HARMONIC HEAT FLOW

The paper presents a method of determination of the values of temperature and heat fiux at an arbitrary
point of the k-th layer of a n-layer diaphragm under the assumptions that the temperature varies
harmonically. The presented method applies to plane, cylindrical and spherical multi-layer diaphragms
with boundary conditions of the 1st, 2nd and 3rd kind or mixed. The proposed procedure takes into
considcrations the thermal resistance between the layers as well as the layers with vanishing resistance
and a definite heat capacity.
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